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1. Una introduccién: ejemplos interesantes

1.1. Un ejemplo: el caso lineal homogéneo con coeficientes constantes. Analizaremos las
soluciones del sistema

(1.1) :

Para t € [ty,tn41) con x(t,) = z,, tenemos que la solucién de (1.1))
(1.2) o(t) = eolt=ta)y,

como solucién en dicho intervalo. Ahora para ver lo que ocurre cuando ¢ € [tn41,tnt2), debemos
obtener una condicién inicial en este intervalo. Ella vendra dada por por la ley de impulso de (|1.1)),
a saber

Tpy1 = x(tny1)
= Oéx(tﬁﬂ)

aea(tn+1 *tn)$n ,

por lo que queda asi definida una solucion discreta del sistema impulsivo lineal homogéneo
R aea(tw&l*tn)wn

La expresién anterior define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién puede deducirse de la
siguiente manera:

z = aettTg,

o = ezt

aea(tQ_tl)aea(tl_tO)l‘o

Z1

a26a(t2—to)x0’

3 = aeB=t2)g,
a(tgftg)azea(tzfto)

ae o

agea(tS_tU)xo.

Asi, inductivamente conseguimos la solucién para esta ecuacion discreta. A saber
(1.3) Ty = e Int0) g

Es importante recalcar que la ecuacién en diferencias es parte del sistema impulsivo. El sistema en
cuestion tiene, por ende, una parte discreta y otra ordinaria. Es por esto que los sistemas impulsivos
forman parte de los llamados ”sistemas hibridos”.

Entonces, al reemplazar (1.3]) en (1.2)) se obtiene

x(t) = e®t=tn) g

ea(t—t" ) anea(tn —to)xo

ea(tftg)oénxo’
y asumiento que ty no corresponde a un instante de impulso, se tiene
(1.4) a(t) = elt—to) giltot) g

donde i(tp,t) representa a la cantidad de instantes de impulsos en el intervalo [to, t).
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1.1.1. Observaciones: De podemos concluir lo siguiente:
e La solucion se obtiene "multiplicando las soluciones fundamentales” tanto de la parte ordi-
naria del sistema e®(*~*») como de la discreta a”e®(t»—to),
e Obviamente o # 1 a fin de que exista fendmeno impulsivo. Si no, el salto serfa nulo. En
dicho caso se hablaria de un sistema completamente ordinario.
e Sia=0,z9=10y ty < t; con t; instante de impulso, entonces se tiene que z(t) = 0 para
todo t > t1. Su solucién es
edt=to)go sity <t <ty
x(t) =
0 sity <t.

SOLUCION a=1y alpha=0

e Si o < 0, entonces se tendran soluciones oscilantes.

SOLUCION a=1 y alpha=-1

T
10000 - / 4

- 10000 | -

-20000 b

- 30000 1

SOLUCION a=-1y alpha=-1
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e El indice contador de impulsos i(¢g,t) juega un papel preponderante en el comportamiento
de la solucion. Es decir, la "distribucion de los instantes de impulso” también es un factor
a considerar.

Esto motiva a la siguiente pregunta: ;Puede ser "derrotada” la exponencial por la potencia discreta?

1.2. Algo sobre estabilidad de sistemas impulsivos. Un ejemplo de la importancia de la tltima
de las observaciones anteriores lo veremos al analizar el comportamiento de la solucién para t muy
grande, con a # 0y a # 0 (estabilidad de las soluciones). En lo que sigue obtendremos una condicién
que permite asegurar que la solucion del sistema impulsivo homogéneo tienda a 0 cuando t — co.
Reescribamos de la forma

(1.5) z(t) = et=to) gilto,t) Log(e) o,
donde
Log(a) = In(|af) + iarg(a).

Ahora, para todo t € RT, existe i(t) € N es tal que t € Ly = [ti(e), ti()+1), con t;() instante de
impulso. Luego, si se asume que los instantes de impulso tienen la siguiente distribucién

0 <ty —tr <0,

entonces
0 < t—1tp
20 < t—typ—1 =1t —tig) +ti) — tigy—1
30 < t—tip—2=1t—tipy—1 T tiy—1 — tige)—2-

Con lo anterior, inductivamente se obtiene
(n+1)8 <t —tit)y—n, n € Ny,

es decir
t—to
7

(1.6) i(to,t)0 <t —ty = i(to,t) <

Luego, aplicando (1.6]) en (1.5)) se obtiene

t—t
a(@) < ettt T gy

< et (argmlab)

Es decir, si
1
(1.7) a+ 51n(|a|) <0,

las soluciones se iran a 0 cuando t — oc.

Esta construccién nos muestra que, a pesar de que pudiese ocurrir a > 1, es posible que debido
al efecto impulsivo, las soluciones del sistema puedan ser acotadas. Mas aun, tender a 0 cuando
t — oo. Lo anteriormente expuesto refleja un hecho muy particular, por lo que a nivel de estabilidad
los sistemas impulsivos difieren del tratamiento ordinario. ( Ver [22]).

Pregunta: qué sucede si a < 07.

1.3. Ejemplos de sistemas estables. Consideremos el sistema

' (t) = x(¢), t # ty
x(ty) = (0.3)z(t,) t=t
(1.8) x(olg —1000 '
ty =k, Vk>1, keN.

Se comprueba que
1 < g —th=0=1
a = 1, a=0.3,
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y
1+ In(0.3) = —1.203972804.... < 0,

por lo que sus soluciones, segtin el resultado anterior, debieran tender a 0 cuando t — oco. Asi lo
podemos observar en la siguiente grafica

x(t)
60
40
20
/
/’_- -
0 5 10 15 20
t

Otro ejemplo, similar a (|1.8), en donde se describe una situacién més esperable; con o = 0.3 y
a = 0.5, es el siguiente

x(t)
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Finalmente, observemos (1.8) con a = —0.1 y a = 2.2, es el siguiente

A

50

x(t)

"”lluu,,.... -

A

En el siguiente ejemplo

, los impulsos generan una soluciéon periddica impulsiva, a pesar de que el

sistema, ordinario no sea periédico ni acotado

p/(t) = 17 t 7é tk:

pt) =p(t;)—1, t=t

p(0) =0

te =k, VE>1,keN

SOLUCION | -PERIODICA
i !

0.

S

0.

0.

=

0.0

/11111
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1.4. Ecuaciones lineales en diferencias finitas. A continuaciéon, dado que hemos sido testi-
gos del caracter hibrido de las ecuaciones diferenciales impulsivas, presentaremos la solucién de la
ecuacion en diferencias finitas lineal homogénea y la férmula de variacion de pardmetros para el caso
lineal no homogéneo.

Ellas seran de utilidad para poder encontrar la solucién explicita de los sistemas impulsivos lineales.

A fin de describir los sistemas impulsivos, durante el resto de este apunte usaremos la siguiente
convencion para el producto y la suma:

ﬁAr: { Aj-Aj+11~...-Ak s%yzgk ’
=i sij>k
Thoar= A T
1.4.1. Ecuacion en diferencias lineal homogénea. Sea la ecuacion en diferencias finitas
z(n+1) = a(n)z(n)
r(ng) = o, n>ng>0

donde a(n) # 0 y a valores reales definida para n > ng > 0.
No es dificil deducir que su solucién es

n—1
x(n) = (H a(i)) Zo-
i:no
1.4.2. Ecuacion en diferencias lineal no-homogénea. Sea la ecuacion en diferencias finitas
y(n+1) = a(n)y(n)+g(n)
y(no) = wo, n>meg>0

donde a(n) # 0y a(n), g(n) son funciones a valores reales definidas para n > ng > 0.
Con un poco de trabajo algebraico, se tiene que su solucién es

y(n) = (ﬁ a(z‘)) oty ( II a@) 9(r).

1=ng r=ng \it=r—+1
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2. Ecuaciones diferenciales impulsivas

Una FEcuacién Diferencial Impulsiva es una ecuacion de la forma:

a'(t) = f(t,z(1)), t# ty,
(2.1) Ax(ty) = Qr(z(ty,)), t=t,
x (1) = o, t=r,

donde Qi es un operador de salto (que asumiremos inyectivo), (tx), 4 es tal que tp < tp41,Vk € Z

y khrf tr = too. Esta sucesién corresponde a la llamada sucesion de instantes de impulsos. La
— o0

condicién del limite quiere decir que el fenémeno impulsivo se distribuye a lo largo de la recta, por
lo que los impulsos persisten en el tiempo.

Definicién 1. Diremos que una funcion xz(t) es solucion de la ecuacion diferencial impulsiva si:
(i) z(t) es continua en cada intervalo de la forma I = [tg,tg+1), Vk € N.
(ii) La derivada x'(t) existe en cada punto t € I = [1,00) con posibles excepciones en los puntos
tr, k € N, donde existe la derivada izquierda.
(iii) En cada intervalo Iy, la ecuacion diferencial ordinaria

o () = ft,z (1))
es satisfecha.
(iv) Para t =1y, La solucion satisface la condicion de salto

Ax(ty) = z(ty) — =(ty) = Qx (2(ty))
donde
#(t) = Jim a(t)

existe Yty con k € N y x(ty) estd definido de manera dnica por

x (te) = x(ty) + Qk (2(ty)) -
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2.1. Ecuacion integral asociada. A continuacién, mostraremos un resultado que nos serd tutil
mas adelante y que corresponde a otra forma de expresar la solucién de ([2.1).

Teorema 1. Sea una funcion x(t) = (t,7), donde T es un nidmero real fijo, es una solucion de (2.1)
en [1,00[ si y solo si satisface la siguiente ecuacion integral

(2.2) /fsx Nds + > Qula(ty))

T<tp <t

Intentaremos vislumbrar la demostraci’on y su naturaleza inductiva.
Sea la ecuacién diferencial impulsiva

(2'3> x/(t) ( (t))v t# bk,
Ax(tr) = Qr(z(ty)), t =tk
x(t) = xo.

Consideremos el intervalo ¢ € [7, 1]
Integrando la ecuacién diferencial ordinaria, obtenemos

+ /Tt F(s,2(s))ds

Ahora, queremos ver qué es z(t1). Para ello, aplicando el limite a la expresién anterior, obtenemos:
t1

z(t7) =z(r) + (s,z(s))ds

Asi, vemos que
Luego obtenemos

por lo que se tendra

(2.4) (t) = 2(r)+ [ s x(s)ds + Qux(tr)).

T

Ahora analizaremos andlogamente el intervalo t € [t1, to]
integrando

o) =wlt) + [ fls,a(s))ds

Pero, jquién es el z(t1)?. Sabemos que z(t1) estd dado por (2.4), por lo que reemplazando, se obtiene

x(t)
£(t) = 2(r) + / F(s,2(s))ds + Qr (x (7)) ds

Consideremos ahora, el intervalo t € [t1, t2]. Integrando (2.1)) en dicho intervalo y evaluando el limite
lateral, se tiene

£(t) = (tr) + / " f (s, 2())ds + Qu (x(17)).
pero Sabemos que

Ax(ts) = x(ts) — 2(ty) = Qa(x(t3))

Asi obtenemos lo siguente

w(tz) =a(r)+ f (s, z( dS+ZQ

T
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Por todo lo anterior, es posible definir una recurrencia. Asi, inductivamente, para
t € [T, tk)41] , tenemos que

/fsx derZQk tk

T<tp <t
Ahora que sabemos que las ecuaciones impulsivas muestran fuertemente su cardcter hibrido,
formalizaremos la solucién inductiva anterior usando el lenguaje de las ecuaciones en diferencias:

Demostracion. Consideremos el intervalo I, = [ty, tn41]. Siintegramos (2.3)) en este intervalo, se
obtiene que

(2.5) xz(t) =a(tn) + [ f(s,2(s))ds.

tn
Evaluando en t = ¢, obtenemos

z(t,4q) = z(tn) +/t " f(s,z(s)),ds.

n

Aplicando la condicién impulsiva
Az(tpy1) = 2(tngr) — x(t n+1) Qny1(z(t n+1))7
se sigue que

2(tns1) = 2(tn) + / " F(s2(9)ds + Qun (2t 1)),

n

Luego, resolviendo la ecuacién en diferencias finitas, obtenemos

n

z(tn) = xo + /ti(ﬂJrl f(s,z(s))ds + Z /thrl ))ds + Z Qr(x(ty)),

=i(7)+1 k=i(7)+1

donde i(t) = n € Z es el Gnico entero tal que ¢t € I,, = [tn, tny1[.
A continuacién, aplicando la expresién anterior en ([2.5), obtenemos

n—1

x(t)::vo—i-/:im+1 f(s,z(s))ds + Z /tk+1 ))ds + Z Qr(x / f(s,z(

k=i(r)+1 T<tp<t

Finalmente, como

/ f(s,z(s))ds = / o f(s,z(s))ds + Z o f(s,x(s))der/t f(s,z(s))ds
tn

k=i(T)+1 th

y reemplazando esta expresién en la ecuacién anterior, obtenemos ([2.2)), por lo tanto, la demostracién
queda completa. [ |
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2.2. Desigualdad Impulsiva del tipo Gronwall-Bellman. Una herramientra extremadamente
util para demostrar unicidad y estabilidad de soluciones sera la siguiente:

Teorema 2. Sea I un intervalo. Sean u,n; : I — [0,00) tal que u,m son funciones continua;
m funcién localmente integrable y n : {t;} — [0,00) . Sea ademds, a una constante no negativa.
Asumamos que Yt > T se cumplen

u(t)gu(r)+/ msu(s)ds + 3 0 () ulty).

T<t;<t

Entonces, para Yt > T se satisface la siguiente desigualdad

wty < | JI @ +nit) exp(/:ms)ds)um

T<t;<t
Demostracién. Consideremos
t
u®) <u(r)+ [ msu(sds+ Y ) u).
T T<t;<t
Denotaremos al miembro derecho como
t
() = a +/ m(syu(s)ds + 3 0t ult).
T T<t; <t
Sabemos que se tiene que u(7) = v(7). Luego u(t) < v(t) Vt > 7. Ahora al derivar v(t) obtenemos
v'(t) = m(t)u(t).
Por hipétesis, dado que u(t) < v(t), se tiene

v'(t) < m(t)o(t).
Integrando la expresién anterior entre 7 y ¢ se obtiene

t

v(t) <o(r) —|—/ m(s)v(s)ds

-
Ahora, si consideramos 7 = t;, se obtiene

t
v(t) < v(ty) —|—/ m(s)v(s)ds
tr
Aplicando el clasico lema Bellman-Gronwall a la desigualdad anterior, se obtiene lo siguente:

(2.6) v(t) < v(tx)exp </t: m (s)ds) .

Luego, evaluando t = ¢, , en (2.6, se obtiene

(2.7) v(ti, 1) < v(te) exp (/thr1 nl(s)ds) .

ti

Recordamos que para definir v(ty41) debemos considerar v(t,, ;) y el operador de impulso o salto.
Asi, al multiplicar a ambos lados de la desigualdad (1 4 n(tx+1)), se obtiene

tht1
23) oltren) < (it ([ miss)
123
Lo anterior define una desigualdad de Gronwall-Bellman del tipo discreta, cuya solucién es:

k

(2.9) vy < | I (40 exp(/

k=i(r)+1
Ahora, si reemplazamos (2.9 en (2.6]) se obtiene

tr

m(s)ds ) v(r)
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k

o< (T aento oo ([ mos) e ([ mio) v

k=i(T)+1
Como bien sabemos u(t) < v(t) V¥t > 7y u(r) = v(7) se tiene
k

w< | I aeaw) e ([ mes) o

k=i(T)+1

obteniéndose el resultado deseado.
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2.3. Existencia y Unicidad de soluciones. En esta seccién, demostramos la existencia y unicidad
de soluciones para

(2.10) () =ftz®), t#t
Az(ty) = Qr(z(ty)), t=tx,

en [r,00), mediante un argumento inductivo sobre cada intervalo de la forma I,. = [t,,t,.11) y uti-
lizando la desigualdad tipo Grénwall-Bellman del Teorema [2] demostrada anteriormente.

A continuacién presentamos las hipétesis principales que se utilizardn en el resto de esta seccién.
Sea | - | una norma adecuada, || - ||oo la norma supremo, f : [0,00[XC" — C" y Q : {tp} — C"
funciones continuas que satisfacen:

(H1) (a) Existen funciones integrables \;(t), ¢ = 1,2, definidas en I = [r,00), tales que para
todo (t,z(t),z(y(t))) € I x C™ x C™, se cumple

[F (& 2(0)] < A (B)]z(t)] + Ao (t).

(b) Existe una sucesién sumable de niimeros no negativos (u};)z‘;l, con ¢ = 1,2, tal que
para todo x € C™, se cumple

|Qr(x(t))] < mla(ty) + pk,  VEEN.

(H2) (a) La funcién f(¢,0,0) es integrable en I, y existe una funcién integrable A (¢) en I, tal
que para todo (t,z(t)) v (t,y(t)) en I x C™ x C", se tiene

[f (&, 2(t) = F&y(O)] < Aa(®)](t) —y(B)]-

(b) La funcién Qx(0) es sumable en I, y existe una sucesién sumable de nimeros reales no
negativos (fig)72 ; tal que para todo z,y € C", se cumple

Qk(x(t),) = Quy(tp))] < Ale(ty) —y(t)l, vk eN.

(H3) Las funcién A;(t) también satisface

tet1
Vk:/ A(s)ds <v:i=supy, < 1.
tr keN

2.3.1. Unicidad.

Teorema 3. Consideremos el problema de valor inicial para (2.10) con x(t,T,20). Bajo las condi-
ciones (H1)—(H3) existe una dnica solucion x de (2.10)) en [r,00). Ademds, toda solucidn es estable.

Demostracién. Sean x1,x2 dos soluciones de (2.10) en [r,00). Entonces, por el Teorema [1} (H1)
y (H2), tenemos

(2.11) r(t)gr(T)Jr/ A1(s)r(s)ds + Z A (ti)r(ty)

o T<tp<t
donde r(t) = ||z1(t) — x=2(t)||. Ahora, aplicando la desigualdad de Gronwall-Bellman antes mostrada
a la expresién anterior, se prueba la estabilidad. Si r(7) = 0, entonces r(t) =0, Vt € [1,00). Por lo
tanto, la unicidad queda demostrada. |

2.3.2. Existencia de solucién para (2.10) en [1,t.).

Lema 1. Consideremos el problema de wvalor inicial para (2.10) con x(t,T,x0). Sean satisfechas
las condiciones (H1)-(H3) y el Teorema [l Entonces, para cada zo € C", existe una solucién

z(t) = z(t, 7, 20) de (2.10) en [1,¢,) tal que (1) = x¢.

Demostracién. En el intervalo [1,t,), con t, = t;(+)41, por el Teorema (1 el sistema (2.10) puede
escribirse como

(2.12) z(t) =x0 + / f(s,x(s))ds.
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Probaremos la existencia utilizando el método de aproximaciones sucesivas. Consideremos la se-
cuencia de funciones {x, (t)}nen tal que 2o(t) = x¢ y

(2.13) Tn+1(t) = o +/ f(s,zn(s))ds, neN.

Podemos ver que

a1 — o llos < / £ (s, 20(s))] ds

t
< laoll [ Au(s)ds

= [lzollocr,

donde v estéd definido en (H3), y

t
|Enss — Zallos < / M ()| (5) — T (5)]ds

t
< |lzn fxn,1||oo/ A1(s)ds

= || — Tn-1|loor.
Asi, por induccién matemaética deducimos que

1 Zn41 — Znllee < ||='E0||00Vn+1'

Por lo tanto, usando (H3), la secuencia {x,(t)}nen es convergente, y su limite x(t) satisface (2.12))
en [7,t,.], por lo tanto, la existencia queda demostrada. [ |

Podemos extender el lema anterior a [r,00), para obtener la existencia y unicidad de soluciones
para (Z10) en [r, o).

Teorema 4. Supongamos que se cumplen las condiciones (H1)-(H3) y el Teorema [ Entonces,
para (T,20) € R x C", existe una solucion tnica x(t) = x(t,7,70) para t > 7 de (2.10)), tal que
x(1) = xo.

Demostracién. Evaluando en t = ¢, la ecuacién (2.12)) se obtiene

tr
(2.14) x(t;) =x0+ / f(s,z(s))ds.
Ahora, a partir de la condicién impulsiva
Az(ty) = Qr(x(t,)),

tenemos

w(ty) = =(t,) + Qr(2(t,))
st / s x(s))ds + Q@ (x(t),

ya que x(t,) estd definido de manera tnica. Aplicamos entonces el Lema [1] al sistema x(t) =
x(t, tr,x(t,)) definido en [t,,t,41). Por lo tanto, se prueba la existencia en el tltimo intervalo.
Asi, por induccién matemaética, queda demostrada la existencia de una solucién dnica de (2.10)) en
[T,00). [ |

(2.15)



UNA BREVE INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES IMPULSIVAS 17

3. Sistemas impulsivos lineales

A continuacién, deduciremos la matriz fundamental del sistema lineal homogéneo impulsivo y, gra-
cias a ella, encontraremos la formula de variacién de pardmetros para el sistema lineal no-homogéneo
impulsivo.

3.1. Sistema impulsivo lineal homogéneo. En esta seccién, estudiaremos las soluciones del
sistema lineal impulsivo

' = A(t)z, t# ti,
(3.1) w(ti) = (I+ Bia(t;) t=ti,
x (1) = xp,

con (t;),cy sucesién de instantes de impulsos fijos tales que ¢; < ¢;11 con t; € Ry lim o0 t; = 00,
donde A(t) es una matriz de n xn continua a trozos con discontinuidades de primera especie en ¢t = t;,
B; matrices constantes. Ademds, consideraremos el espacio PC'y PC! de las funciones constantes
a trozos continuas por la izquierda, es decir, tales que x(¢; ) = lim¢—¢, (t), existe Vi € No.

t<t;
En lo que sigue, se estudiaran sélo los sistemas para los cuales se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Todo intervalo compacto [a, b] contiene s6lo un ntimero finito de puntos de (¢;);; .

(2) Las matrices (I + B;) son invertibles Vi € N.

3.1.1. Matriz fundamental de (3.1). A continuacién deduciremos la matriz fundamental del sis-
tema (3.1)). Si analizamos el caso t € [t;(), j(¢)+1) tenemos

(3.2) z(t) = B(t, tige))w(tir))

como solucién en dicho intervalo. Ahora vemos que por la existencia del limite lateral izquierdo se
tiene

x(t;(t)Jrl) = (I)(ti(t)-Hati(t))x(ti(t))-
Luego, debido a la condicién impulsiva, se consigue
r(tip41) = I+ Bi(t)+1)$(ti_(t)+1)
= (I + Biwy+1) @ity 41, tige) )7 (tice))-
Lo anterior define una ecuacién en diferencias finitas, cuya solucién es
i(t)
(3.3) x(tiw)) = H (I+ B;)®(t;,tj—1) | (I + Biry+1) ®(ticry+1, 7)To.
i=i(T)+1
Al reemplazar en se obtiene la solucién de para t € [to,t;1)4+1). A saber
i(t)
w(t) =@t ti) | [ T+ B) @t tio1) | (I+ Bigrysr) (tigry41, 7)o,
i=i(r)+1

por lo que finalmente la matriz fundamental del sistema impulsivo lineal homogéneo corresponde a
i(t)
(3.4) U(t,r) =t tiy) | [ +B)®Estim1) | (I + Bigrys1) ®(tigry+1. 7).
i=i(7)+1

Luego, toda solucién del sistema (3.1)) se puede escribir de la forma
(35) I‘(t,T, 1'0) = ‘I'(tﬂ')afo

Es importante notar que para el caso auténomo A(t) = A, B; = B donde las matrices B; y A
conmutan, se tiene que la solucién (3.5 se escribe de la forma

3.6 z(t, 7, o) = A=) (1 + B)IE7 4
( ) ( s by 0) 0

donde i(t, 7) corresponde al nimero de puntos t; pertenecientes al intervalo [, t).
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De esta manera, se puede apreciar que cuando ¢ — oo el comportamiento de las soluciones del
sistema (3.1) para el caso A(t) = A y B; = B depende de los valores propios de las matrices A e
I+ By de las propiedades de la sucesién (t;),., . En particular, si los instantes ¢; son equidistantes,
es decir, forman una progresién aritmética

ti+1:ti+9, 1 € Ny
se tiene inductivamente
(37) ti =T +’L€, 1€ No.
Ahora bien, si la matriz compleja I + B es no singular, entonces Log (I + B) existe.

Luego, de (3.6) y (3.7)) se tiene

x(t, T, xO) _ eA(tf-r)+Log(I+B)i(t,‘r)xo

= AU Log(I+B)[57]
_ eA(t7T)+L09(I+B)( {5 })xo

e~ LogU+B) {57} o(A+F Log(I+B))(t=7)

Para el caso B; y A no conmutativos, se tiene que la solucién viene dada por la expresién
i(t)
(3.8) x(t,77 xo) — Al—tiw) H (I + Bj) eAlti—tj—1) (I + Bz‘(r)+1) eA(ti<T)+1—7—)x0.
i=i(T)+2

Ahora bien, de (3.8)) y suponiendo que las matrices Log(I + B) y A conmutan, vemos que

]

<6Log(I+B)eA0> (5

l’(t,to,fﬂo) = Zo

Zo

= (6L09(1+B)+A0>(“TT—{‘-T*})

_ 67{”*TT}(Log(I+B)+A0)e(AJr%Log(IjLB))(th)xo

con t_TT {t_TT} + [t_TT], donde {-} y [] corresponden a la parte fraccionaria y entera respectiva-

mente.

Por ende, la estabilidad en ambos casos depende de la matriz

1
A+§Log(I+B),

pudiéndose afirmar que si las partes reales de todos los valores propios de esta matriz son negativos,
entonces todas las soluciones de (3.1)) irdn a cero cuando ¢ — oo.

A raiz de lo anteriormente expuesto, podemos apreciar el importante papel que cumplen los
instantes de impulso y su distribucién en el comportamiento de la solucion.



UNA BREVE INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES IMPULSIVAS 19

3.2. Sistema impulsivo lineal no homogéneo. Ahora, analizaremos el sistema impulsivo lineal
homogéneo asociado a (3.1). A saber

o= Atz + f(t), t#t,

con f(t) € PC(R,R™), y h; € R"¥! i € N.

(3.9)

3.2.1. Formula de variaciéon de pardmetros. Nuestro objetivo serd conseguir una férmula de
variacion de parametros para el sistema

(3.9).
Sea t € [ti), ti(+)+1), dado que el sistema (3.9) es del tipo ordinario, por lo que al aplicar la formula

de variaciéon de parametros en dicho intervalo conseguimos
t

(3.10) 2(t) = B(t, tye )ty + / (¢, ) f(s)ds.

2109)

Luego, se tiene

Lir)+1
2ty 41) = iy 41ty )2 (i) + / O(ti(1)41,5)f (s)ds,

210)

por lo que aplicando la condicién impulsiva se tiene

(tiry41) = L+ Biy+1)x(t 1) + hiy 1
ti(t)+1
= (T4 Biwy11) | @tigwy+1: tiey)x(ti)) + / D(tity+1,8)f(s)ds | + higr)+1
ti(t)
ti(t)+1
= (I + Biwy+1)®tiry+1, tige))x(tic)) + / (I + Bity+1)®(tit)4+1, 8) f(8)ds + Dy 41.
tit)
Lo anterior nuevamente define una ecuacién en diferencias finitas, cuya soluciéon es
i(t)

o(tyy) = H (I 4 By) ®(tr, tk—1) | (I + Bi(r)11) @(ti(r)+1, 7)o
k=i(7)+2

it) i(t) ¢
+ Z H (I + By) ®(tk, tr—1) (/ I+ B,)®(t,, 8)f(8)d$>

r=i(r)+2 \k=r+1 tr—1
i) ti(r)+1
+ JI (+Be) @t te) (/ (I + Bi(ry41) ®(ti(r)11, S)f(S)dS)

k=i(T)+2
®) i(?) i(t)
+ Y I ¢+ By @(te thr) | he + II T +Bp) @t te) | higry1,
r=i(7)+2 \k=r+1 k=i(T)+2
la que en términos de la matriz fundamental (3.4) se reescribe como

ti(e)

(3.11) x(ti(t)):qj(ti(t)vT)x0+/\Ij(ti(t)vs)f(s)d5+ Z U (ticty, tr)hy

- T<tr<t;)

Es importante recalcar que la expresion anterior define una solucién discreta del sistema ([3.9)).
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Ahora, al aplicar (3.11]) en (3.10]), se obtiene

ti(t) t
2(t) = Bt tiy) | Uty 7)o + / Ut ) f()ds+ S Wty to)he | + / B(t, ) f(s)ds
- T<tr<ti(s) tic)
con
i(t)
\Il(ti(t)vT) = H (I + Bj) (I)(tjvtjfl) (I + B(T)-H) (I)(t(‘r)-‘rlaT)'
j=i(T)+2
Entonces, por (3.4), se tiene
i(t)
U(t, )=t tiw) | [ (T+By)®(tt;1) | (I+Brys1) Btry+1,7);
j=i(7)+2

por lo que finalmente se consigue una férmula de variacién de pardmetros para (3.9). A saber
t

(3.12) x(t) = U(t, 7)xo + / U(t,s)f(s)ds+ Y W(t,t,)hr,
T T<t,.<t
con ¥ matriz fundamental del sistema lineal impulsivo homogéneo (3.1]).

Ejemplo 1. A continuacion, pondremos en prdctica lo que hemos visto.
Resolvamos

() =-—x(t)+t, t#£k keN
Azx(k) =uxz(k)+1, t=k,

x(t)
9000
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4. Equilibrio asintético para un sistema de ecuaciones impulsivas

En [I2], motivados por el estudio de enfermedades de transmisién vertical tales como la Gonorrea,
K.L. Cooke y J.A. Yorke analizan el sistema

(4.1) a'(t) = g(z(t)) — g(z(t — L)),

donde

x(t) representa al nimero de individuos de una poblacién en el instante ¢,

g(z(t)) representa al niimero de nacimientos,

g(z(t — L)) representa a mortalidad en el instante ¢, suponiendo que el periodo de vida de
cada individuo es L.

De esta forma, la expresién

9(x(t)) — g(x(t — L))
representa la tasa de cambio de la poblacién de una especie en el instante t. Los autores analizan
los casos en los cuales g es una funcién del tipo Lipschitz global, y deducen la convergencia

tli{go =(t) =k,

determinando asi la existencia de un equilibrio para la poblacién de la especie representada en (4.1)),
el que es independiente de la condicién inicial del sistema en cuestion, lo que equivale a decir que
las soluciones son convergentes.

Lo anteriormente expuesto muestra la enorme importancia de considerar sistemas que puedan es-
tabilizarse para ¢ muy grandes. Muchos son los casos de modelos de transmisién de enfermedades
en los cuales es necesario establecer condiciones para conseguir una estabilizacién de la poblacion
infectada o la de extincién de la poblacion de alguna plaga.

Es en este sentido que los sistemas impulsivos otorgan excelentes modelos de vacunacién de pobla-
ciones o de combate contra plagas.

En esta seccion concluiremos la existencia de un equilibrio asintético para la clase de sistemas
IDE con tiempos fijos. En otras palabras, demostramos —basandonos firmemente en ciertas condi-
ciones de integrabilidad, una desigualdad del tipo de Gronwall-Bellman y el teorema del punto fijo
de Banach— que toda solucién de

(E/(t) = f(t,z(t), t#ty
Ax(ty) = Qr(z(ty)), t=tk

con condicién inicial z(a) = g, donde a > 7, satisface

(4.2)

Jim (1) = ¢,

para algiun £ € C™, y tiene la siguiente féormula asintética:

2 e’}
2(t) =€+ 0 2[ Nyds+ S b+ |

t<tp<oo

donde \; y ux son constantes de Lipschitz asociadas a f y @, respectivamente.
Estos resultados pueden ser encontrados en el trabajo de Patricio Gonzédlez y Manuel Pinto [18].
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4.1. Equilibrio asintético. Sea
B(0,r) = {x € R" tal que |z| < r},
donde | - | es alguna norma en R".

Definicién 2. Decimos que el sistema de ecuaciones diferenciales impulsiva .

2/ (t) = f(t,z(t)), t # ty,
Az(ty) = Qr(x(ty)), t =ty
x (1) = g t=r1

definida en [1,00) tiene un equilibrio asintotico si :
(i) Eziste v > 0 tal que para cada a > 7, ecuacion (2.1) con condicion inicial x(a) = x¢ tiene
una solucion x(t) definida en [a,00) que satisface

(4.3) tlim z(t)=¢& €eR™
(i7) Para todo & € R™ existe a € I = [1,00) y una solucion x(t) de la ecuacion diferencial

impulsiva definida en [a,00) que satisface (4.3]).
Volveremos a usar las hidtesis dadas por (H1) — (H2):
(H1) (a) Existen funciones integrables \;(t), ¢ = 1,2, definidas en I = [r,00), tales que para
todo (t,z(t),z(y(t))) € I x C™ x C™, se cumple
[F (& 2(0)] < M(B)]z()] + Aa(t).
(b) Existe una sucesién sumable de nimeros no negativos (ui)?° ,, con i = 1,2, tal que
para todo x € C", se cumple

(Qu(@(t))] < mila (@) + pi, Yk €N
(H2) (a) La funcién f(¢,0,0) es integrable en I, y existe una funcién integrable A;(t) en I, tal
que para todo (t,z(t)) y (¢,y(t)) en I x C* x C", se tiene

[f (&, 2(t) = f(Ey@)] < Aa(®)](t) — y(B)]-
(b) La funcién Qx(0) es sumable en I, y existe una sucesién sumable de ntimeros reales no
negativos (fix)72 ; tal que para todo z,y € C", se cumple

Qr(2(ty)) — Qe(y(ty)] < fiwle(ty) —y(t;)l, Ve eN.

Teorema 5. Supongamos que se cumple la condicidn (H1). Entonces, toda solucién de (4.2) con
condicion inicial x(a) = xo, donde a > 7, satisface (4.3) para algin & € R™, con error

(1.4 s =¢+0 Y [T a@dst 3 ki)

t<tp<oco

Demostraciéon. Supongamos que z(t) es una solucién de (4.2)) con condicién inicial z(a) = xo,
donde a > 7, definida sobre un subintervalo finito J C [7,00). Entonces, por el Teorema [I} se
satisface para todo t € J:

Ix(t)lélon/ [f(s,a(s)lds + Y [Qulx(ty)]

Tt <t
t t
§|$0\+/ Mols)ds+ 3 uz+/ ME)ee)ds+ 3 uble)]
T T<tp<t T T<tp<t

Luego, por la desigualdad Gronwall-Bellman impulsiva, se tiene:

2(t)] < |$o|+/:)\2(5)d5+ S )| T a+eb exp(/:m's)ds).

T<tRp<t Tt <t

Debido a la integrabilidad de los coeficientes, la solucion esta acotada, y por lo tanto puede
extenderse mas alla de sup J.
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Ahora, dado € > 0, por la integrabilidad existe N € N tal que si ¢, s > N, entonces:

Ifﬂ(t)—x(S)IS/If(%x(U))ldlhL Y Qn(t))

th(s) St <t

S/Al(u)\m(u)|du+/>\2(u)du+ R

tr(s) Stp<t tro(s) <tr <t
Es decir,
lz(t) — x(s)| < e.

Por el criterio de Cauchy, x(t) converge a algun £ € R™. Esto prueba la condicién (i) de equilibrio
asintotico. ]
Teorema 6. Supongamos que se cumple la condicion (H2). Entonces, para cada & € R™ existe
a > 1 y una solucion x(t) de (4.2)) definida sobre [a,o0) que satisface (4.3)).

Demostracién. Usando (H2), podemos escoger a > 7 suficientemente grande tal que
o0
c:/ Mi(s)ds+ ) pp < 1.
a a<ty

Consideramos el espacio de Banach B de funciones acotadas [a,00) — R"™, con la norma
| floo = sup | f(2)].
t>a

Definimos el operador T : B — B por

(T)(t) = € - / T i () ds — 3 Qulaty).

t<ty

Gracias a la integrabilidad y sumabilidad de los coeficientes dada por (H1) — (H2), no es dificil
ver que T(B) C B

(T < e+ /too|f<s,x<s>>|ds+2Qku(t;)
< |§|+/tooA1<s>|x<s>|ds+/t°oxz<s>ds+ S et + 3 2
<

el | [ MGs+ k) + [ dads+ 3t

t<ty t<tp

Ademas, por la integrabilidad de los coeficientes, se satisface

|(Tz)(t) = (Ty)@)] < /OO M(s)le(s) = y(s)lds + Y pila(ty) —y(t;)|

¢ t<tg

12 — Yoo / Mis)ds + 3 b
t

t<ty

IN

= L|z—Y|oo-

Luego, ya que L < 1, por el teorema de punto fijo de Banach, T tiene un tinico punto fijo (t) € B
tal que satisface

z(t) =€ — / fls,x(s))ds — > Qulx(ty)), Vt>a.
t t<tp
De manera muy limpia vemos que (i) es satisfecha y

o) =€+ [ fs.a(s))ds = 3 Qula(ty),

t>tg
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donde
¢=c- / F(s,0()) ds — 3 Qulalty)),

a<ty

tenemos que x(t) cumple (4.2)).
Ademas, se satisface:

a(t) — €] < /toolf(s,w(S))lderZIQk(x(t;Z))l

t<tg

< K / Ai(s)ds + > ph +/ Aa(s)ds + > pf,
t t

t<ty t<ty

teniéndose asi, la siguiente férmula asintética:

s =¢+0 Y [T adst 3 ki)

t<t)<oco

Corolario 1. Sean wvdlidas las condiciones (H1) y (H2). Entonces existe un equilibrio asintdtico
global, es decir, para todo a > T suficientemente grande, toda solucion del sistema IDEPCAG:

a'(t) = f(t,z(t), t#tx,
Az(tr) = Qu(x(ty)), t=tr,
z(a) = o,
converge a algin £ € R™.

Remark 1. Es importante notar que el resultado anterior es vdlido para cualquier r > 0 tal que
2]l < 7.

4.2. Ejemplo de equilibrio asintético. En esta seccién mostraremos algunos ejemplos que mues-
tran la efectividad de nuestros resultados.

Ejemplo 2. Sea la ecuacion diferencial impulsiva

Z'(t) =0, t=k
(4.5) Aa(k) = gikx(k*), t—k keN,
xz(0)=1

No es dificil ver que se satisfacen todas las hipotesis del teorema requeridas, por lo que la ecuacion
(4.5) posee un equilibrio asintdtico. Ademds, es importante notar que la solucion es

r(t) 1
z(t) =] (1 - 3,6)
k=1
donde r(t) corresponde al inico entero tal que t € I. = [r,r + 1|, r € N, y satisface

tlggo x(t) =~ 1.56.
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FIGURE 1. Solucién impulsiva de (4.5

Ejemplo 3. Sea la ecuacion diferencial impulsiva

! _ 0 sin )
' () ==+ <\/§t2>’ t#k
(4.6) Az(ty) = (—1)*tanh (“g;”) + Coi(f’“), t=k keN
z(1) =0,5.

De igual manera que el ejemplo anterior, es facil ver que se satisfacen todas las hipotesis requeri-

das, ya que f(t) = %2 € LY([1,00[), g(x) = (—=1)* tanh (a:((;;)‘) + Coi(;k) y h(z) = sin (jg;)

respectivamente, ambos integrables.

son funciones tipo Lipschitz con factores de Lipschitz — y ——
f po Lip f P RN
Ast, la ecuacion (4.6]) posee un equilibrio asintdtico.

0.6

05f=—

0.4
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FIGURE 2. Solucién impulsiva de (4.6]) para t € [0, 50]
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5. Oscilaciones en ecuaciones diferenciales impulsivas de primer orden
No es dificil notar que el sistema
Z'(t) +a(t)z(t) =0
no tiene soluciones oscilatorias. Sin embargo, como veremos mas adelante, el impulso "hace de las
suyas”.
Primero, comenzaremos con las definiciones cldsicas de oscilacién:

Definicién 3. Una funcién x(t) definida en el intervalo [1,00) se dice oscilatoria si existen dos
sucesiones reales (ay), (by) C [1,00) tales que a,, — 00, by, — 00 cuando n — oo y
z(ap) <0< x(b,), Yn>M,

donde M es suficientemente grande. Es decir, si no es eventualmente positiva ni eventual-
mente negativa. En caso contrario, se dice que es no oscilatoria.

NS

FIGURE 3. f(t) =t—[t]: an example of an oscillatory piecewise continuous function
with infinite zeros (f(n) =0, Vn € Z).

En el contexto de funciones continuas a trozos, una funcién z(t) puede ser oscilatoria incluso si
x(t) # 0, Vt € [1,00). Este es nuestro marco de trabajo impulsivo), por lo que todas las definiciones
de oscilacion vdlidas en el caso continuo dejan de ser aplicables al caso impulsivo. (véase [19)]).

SV S S S S S

ENE NN N

-4

FIGURE 4. f(t) = (1)t +1 — [t]). An oscillatory piecewise continuous function
with f(¢) # 0, Vt € R.
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Definicién 4. Una solucion no nula y(n) de una ecuacion en diferencias se denominard oscilatoria
st, para todo entero positivo M > 0, existe n > M tal que

y(n)y(n+1) <0.
En caso contrario, y(n) se denominard no oscilatoria (véase [14]).

5.1. Oscilaciones para el caso lineal impulsivo. Los siguientes resultados son bésicos en la
teorfa de oscilaciones para ecuaciones diferenciales impulsivas y pueden encontrarse en [1].
Sean

(5.1) z'(t) +a(t)z(t) =0, t# g,
x(ty) —x(t,) = apx(ty ), t=1tg

Teorema 7. Si (14 ay) tiene infinitos términos negativos, entonces toda solucion no nula de (5.1)
es oscilatoria.

Demostracién. Como la solucién de (5.1) es
k(t)

(5.2) 2(t) = 20 exp (/tt —a(s)ds) [T +a))

j=1
es inmediato que la solucién alterna de signo si para el producto existen infinitos términos de la

sucesion (14 a;) negativos. Si este no fuera el caso, existe K € N suficientemente grande, tal que la
solucién es eventualmente positiva o negativa para todo t > K. |

Ejemplo 4. Sea
(5.3) x'(t) = sin(t)z(t), t#k, keN
x(k) = (—=1)*kz(k7), t=k.

x(1)

T

0 20 40 60 80 100 120 140

-20 1
-40

-60

FIGURE 5. Solucién de (5.3) , con 29 = —6.3.
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6. Teoria de Floquet impulsiva

Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
(6.1) 2 (t) = A{t)z(t), Alt+w)=A(t), VteR,

donde A(t) es una matriz continua. ;Qué se puede decir sobre la estabilidad de las soluciones?
El siguiente ejemplo demuestra que los valores propios no son suficientes para asegurar la esta-
bilidad de las soluciones:

Ejemplo 5. (Contraejemplo de Markus-Yamabe) [21]
Considérese el sistema

(6.2) ¥ =A(t)x, A(t+m7)=A(t),
donde

2

B -1+ %COS2(t) 1 — 2 sin(t) cos(t)
At) = <_1 - %Sin(t) cos(t) -1+ %Sin2(t) > ’

La matriz A(t) tiene valores propios constantes e iguales a i (—1 + \ﬁz) A primera vista, podriamos
concluir que la solucion nula de la ecuacion (6.2) es asintéticamente estable debido a la parte real
negativa de los valores propios. Sin embargo, una solucion de esta misma ecuacion estd dada por:

ot =ew 12 (ot!).

la cual no estd acotada. Por lo tanto, la solucion nula de (6.2) es inestable.

En consecuencia, surge una pregunta natural:

., Qué se puede decir sobre la estabilidad de un sistema lineal no auténomo a partir de sus valores
propios?

En un intento por estudiar la estabilidad de (6.1)) utilizando la teoria espectral clésica de sistemas
auténomos, el matemdtico francés G. Floquet demostré en 1883 su famoso y ttil resultado que
proporciona una forma canénica para la matriz fundamental de (6.1)):

Teorema 8. (Teorema de Floquet) (G. Floquet) [16] Sea el sistema lineal homogéneo periddico
de periodo w dado por (6.1]), donde A(t) es una matriz continua. Entonces, la matriz fundamental
del sistema (6.1)) puede factorizarse en la forma de Floquet como:

X(t) = Q(t) exp(At),

donde Q(t) es una matriz continuamente diferenciable y periddica de periodo w, para todo t € R, y
A es una matriz constante.

El Teorema de Floquet puede utilizarse para demostrar el siguiente resultado establecido por
A.M. Lyapunov en su tesis doctoral (1892):

Teorema 9. (Teorema de Reducibilidad de Lyapunov) (A.M. Lyapunov) [20] Sea el sistema
, donde A(t) es una matriz continua. Entonces, el sistema puede reducirse a un sistema
con coeficientes constantes mediante un cambio de variables lineal, no singular, continuo y periédico
de periodo w de la forma de Flogquet-Lyapunov: X = Q(t)Y, transformando en el sistema de
coeficientes constantes Y'(t) = PY (t).

Los sistemas X'(t) = A(t)X(t) y Y'(t) = PY (t) son cinemdticamente similares. Es decir, existe
una funcién de Lyapunov Q(¢) que satisface Q'(t) = A(t)Q(t) — Q(t)P. En este caso, Q(t) es
invertible, diferenciable y acotada (véase [13]).

El lector interesado en ecuaciones diferenciales impulsivas periddicas puede consultar [4] y [6] [T}
15] para profundizar en la teorfa de Floquet aplicada a ecuaciones diferenciales ordinarias.
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6.1. Por qué sospechar de un Teorema de Floquet para IDE?. Consideremos
x'(t) = sen(t)z(t), t # km,
x(km) = 2x(kn ™), t=km, keNy

(6.3) x(to) = wo.
donde podemos ver que este sistema es del tipo 2r—periddico.
Resolvamos (6.3). Si ¢ € [k, (k+1)7) para algin k € Ny, Integrando sobre [k, (k+1)7) se obtiene

2(t) = w(km)eler O,
Es decir,
(6.4) 2(t) = z(kr)e= s W (D",
Luego, asumiendo continuidad por la izquierda en ¢t = (k+1)7 y considerando la condicién impulsiva,
se obtiene z((k + 1)) = 2x(k7r)e(_1)k. Esta es una ecuacion en diferencias finitas cuya solucién es

2k ik
(6.5) x(km) = kao, ST es Par,
2%exqy, sik es impar.
Finalmente, aplicando (6.5)) en (6.4]) se tiene la solucién de (6.3)
£(t) = {2kmgews(t), si k es par,

6.6 =
(6:6) 2k xoel—cos(t) i k es impar.

Podemos observar la naturaleza de la dindmica hibrida. Es decir, la dindmica depende tanto de la
parte discreta como de la continua. La funcién Q(t) = e!~¢*(® es 2r—periddica y, de (6.6)), podemos
observar que la descomposicién

(t) = exp (Log(2) m) - exp (cos(t))zo,

sugiere la forma normal de Floquet.

Remark 2. Para bases negativas, ocuparemos Log(z), z € C — {0}, donde Log(z) es el logaritmo
principal complejo.
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FIGURE 7. Solucién discreta de (6.3) , con xg = 1.
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6.2. Construccidén de la teoria de Floquet-Lyapunov. Sea z(t) = ®(¢,7)z(7) la solucién de la
ecuacién diferencial ordinaria

Z/(t) - A(t)Z(t), 20 = Z(T)’ i, 7€ [7—7 OO),

donde ®(t,s) = ()P 1(s), (t,u)P(u,s) = ®(t,s).
Para simplificar, consideraremos la matriz fundamental normalizada ®(0) = I.
Todos los resultados pueden reescribirse considerando un valor arbitrario de ®(0).

Remark 3. Ademds, por conveniencia de escritura y espacio, denotaremos el producto matricial

A
derecho de A y B~! como A- B~ = 5

Sea el sistema lineal IDE homogéneo w-periédico

X'(H) = ADX(H),  t#t

6.7 _
( ) AX't:tk = CkX(tk ), t= tk

donde A(t) es una matriz n X n continua a trozos con valores reales, localmente integrable (con
discontinuidades de salto en t = t), y existe un nimero natural p tal que det(I + C%) # 0,Vk =

1,2,...,py
At +w) = A(t), Vit € [0,00),
(68) C}C+p =Cy, Vk€eZ,

to =7 <t <...<t, <7+ w, donde la sucesién de instantes de impulso cumple la llamada
propiedad (w,p)

(6.9) thyp =tp +w, VkeZ.

Esta seccién proporciona una versién del Teorema de Floquet para sistemas IDE.

6.3. Resultados auxiliares. En lo que sigue, supondremos el Teorema clésico de Floquet para las
soluciones del sistema ordinario w-periédico

(6.10) Z'(t) = A@t)Z(t),
At +w) = A(t),

con ®(7) = I, es decir, ®(t +w) = P(t)P(w), Vt € R.
Lema 2. Sean las matrices ®(t, s). Entonces, se cumple la siguiente propiedad:
(6.11) D(t+w,s+w) =L, s), Vt,s €R.

Demostracién. Por el Teorema clisico de Floquet aplicado a (6.10), se tiene que ®(t + w) =
®(t)®(w). Entonces:

Pt+w,s+w) = Ot+w)d '(s+w)
= B(t)P(w)P H(w)P1(s)
= O(t)d (s)
d(t, s).

Como corolario, usando la férmula de la matriz fundamental para un sistema lineal impulsivo
homogéneo, no es dificil demostrar el siguiente resultado:

Corolario 2. Sea vdlido el Lema[d Entonces, la matriz de transicién (o matriz de Cauchy) asociada
a (6.7) satisface U(t +w, s+ w) = V(t,s), Vi, s € R.
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6.4. El operador de monodromia. Algunos de los siguientes resultados son basicos; sin embargo,
los presentaremos por claridad y completitud. Pueden encontrarse en [4]:

Lema 3. Si X(t) es una solucién fundamental de (6.7), entonces X (t +w) también lo es.
Demostracion. Sea Y (t) = X (¢t +w). Entonces, para t # tj, se tiene
Y'(t) At +w)Y (t)
A)Y ().
Finalmente, para t =t y Y (tr) = X (tx +w) = X (tk4p), se tiene:
AY (tk) = AX (trtp) = CrpX () = CkY (tk).

Recordemos que la matriz fundamental del sistema lineal homogéneo estd dada por:
k(t)

(6.12) U(t) = D(t,tyw) | [ I+ Ch) @t thn)
k=1
Definimos
(6.13) U(w) = [T T +C)) @tnsta1)
k=1

como el operador de monodromia o matriz de monodromia de (6.7). Note que hemos
mostrado que ¥(7 + w) = ¥(7)¥(w), donde ¥(7) = 1I.

Sin pérdida de generalidad, en el resto del trabajo consideraremos ty = 7 = 0.

Teorema 10. (Teorema de factorizacion de Floguet)
Sea vdlido el Lema[d Entonces, la solucién fundamental X (t) de (6.7) con X (0) = I puede escribirse
en la forma normal de Floquet como:

(6.14) X(t+w) = X()Xw).

Demostracion. Calcularemos directamente X (¢ + w). Evaluando a la matriz fundamental del
sistema lineal homogéneo ¥(t) en t + w, se obtiene

k(t)+p
V(t+w) = S(t+wirn) | [I T+C) 2tk th)
k=1

k(t)

= O, ty)) H (I+Cy)P(tk,tr-1) (H I+ C’j)d)(tk,tk—ﬂ)
k=1

= T()T(w).
]

Como consecuencia del ultimo teorema, tenemos una condicién necesaria y suficiente para la
existencia de una solucién w-periddica de (6.7)):

Corolario 3. (Criterio de existencia de soluciones periddicas para el IDE )
Sea X (t) la solucion fundamental de (6.7)) con X(0) =1 y sea vdlido el Lema @ Entonces, (6.7)
tiene una solucién w-periddica si y solo si X (w) =1, es decir,

(615) ﬁ (I+ CJ) ‘I)(tk,tk_l) = 1.
k=1

Demostracion. Sea valido el Teorema
(<) Si X(w) = I, entonces:
X(t+w) = X)X (w)=X(t).
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(=) Si X(t+w) = X(t), al evaluar en t = 0, se obtiene X (w) = X(0) = I.
]

Corolario 4. Sea N € N. Sea X(t) la solucidn fundamental de (6.7) con X(0) = I y sea vdlido
el Lema @ Entonces, tiene una solucién Nw-periddica si y solo si XN (w) = I, donde I es la
matriz identidad, es decir:

P N
<H I+ Cj) (I)(tkatk—l)> =1.

k=1

Remark 4. (1) Debido a , la matriz fundamental de un sistema IDE homogéneo lineal
w-periodico ya posee la forma de factorizacion de Floquet dada por . FEste es un hecho
notable y esperado.

(2) El Corolario[ extiende la condicién dada por K-S. Chiu y M. Pinto en [10] para la existencia
de soluciones w-periddicas del caso DEPCAG lineal homogéneo. Los autores consideraron
t,=wyC;=0,Vj €Z

6.5. El logaritmo del operador de monodromia. Como se indicé anteriormente, consider-
aremos Log(z) como el logaritmo complejo principal, con
Log(z) = In(|z]) + iarg(z), —7 <arg(z) <myz#0.

En esta seccién, daremos algunas condiciones para la existencia del logaritmo de una matriz.
6.6. Multiplicadores y exponentes de Floquet, exponentes de Lyapunov.

6.6.1. Multiplicadores de Floquet.

Definicién 5. Los valores propios p1,pa,...,pn (contando multiplicidades) de la matriz de mon-
odromia X (w) son los llamados multiplicadores de Floquet de X (w).

Sabemos que los multiplicadores de Floquet son distintos de cero, ya que X (t +w) y X (t) son
matrices fundamentales de y, por lo tanto, no singulares. De hecho,

(6.16) det(X (w)) = ‘W S

Como p; #0, Vj € {1,2,...,n}, podemos escribir los multiplicadores de Floquet como
pj = €xp ()‘j)v )‘j e C.

Un hecho sorprendente es que la dindmica del sistema w-peridédico estd gobernada por las
propiedades espectrales de X (w). Los multiplicadores de Floquet jugardn un papel crucial en este
proposito:

Teorema 11. Sea vdlido el Teorema y consideremos la matriz de monodromia X (w) del sistema
w-periddico (6.7). Entonces, un multiplicador de Floquet p; = exp (\;) con A; € C es un valor
propio de X (w) sty solo si existe una solucion no trivial x; : R — C tal que

zi(t+w)=pjx;(t), je{l,2,...,n},teR.

Demostracion. Sea v; € C"—{0} un vector propio de X (w) asociado al valor propio p; = exp (),
y definamos
j(t) = X(t)v;,
donde X(t) es la matriz fundamental de con X(0) = I. Entonces, x;(t) es una solucién de
y
ri(t+w) = X(t+w)v,
= X(O)X(w)v;
piX (t)v;
= piz;(t).
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Reciprocamente, si z;(t) : R — C es una solucién no trivial que satisface x;(t + w) = p;x;(t),
podemos considerar x;(0) # 0. Entonces, observamos que

zj(w) = X(w)z;(0) = pjz;(0).
Es decir, z;(0) es un vector propio de X (w) con valor propio asociado p;. [ ]

Es importante remarcar que si Y (¢) es otra matriz fundamental cualquiera para , entonces

X(t)=Y(#)G4,
para alguna matriz no singular G. Asi, podemos ver que:
Y(t+w)G = X(t+w)
= XtH)X(w)
= Y(t)GX(w).

Es decir,

Y(t+w)=Y(#)GX(w)G™ .
Por lo tanto, segtin la tltima ecuacién, toda matriz fundamental Y (¢) determina una matriz GX (w)G~*.
Como el espectro de X (w) es invariante por semejanza, todas las matrices fundamentales tienen los
mismos multiplicadores de Floquet.

Como corolario del Teorema [TI] tenemos el siguiente resultado respecto al comportamiento
asintético de las soluciones de :

Corolario 5. (Comportamiento asintdtico de las soluciones de un sistema lineal IDE
w-periédico por medio de los multiplicadores de Floquet)

Las soluciones de convergen exponencialmente a cero si |p;| < 1, serdn w-periddicas (o 2w-
periddicas) st |p;| =1, y serdn no acotadas si |pj| > 1. En otras palabras, si los multiplicadores de
Floquet estan dentro del circulo unidad, las soluciones de serdn acotadas. En caso contrario,
serdn no acotadas.

6.6.2. Exponentes de Floquet.
Definicién 6. Sea p; = exp ();), j € {1,2,...,n} un multiplicador de Floquet de X (w). Llamare-

mos al nimero —Log(p;) el j-ésimo exponente de Flogquet de X (w).
w

Definicién 7. Las partes reales de los exponentes de Floquet se denominan exponentes de Lya-
punov y se denotardn como

1 .
;Log(‘p]D:m(Aj)? ]:1,2,...,71.
Como consecuencia de la definicién anterior, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 6. (Comportamiento asintdtico de las soluciones de un sistema lineal IDE
w-periédico mediante los exponentes de Floquet)
Las soluciones del sistema :
o Convergen exponencialmente a cero si ¥(A;) < 0.
o Serdn w-periddicas si R(A;) = F(A;) = 0.
o Serdn 2w-periddicas si ®(\;) =0 y I(\;) # 0.
o Serdn no acotadas si R(A;) > 0.
En otras palabras, si los exponentes de Lyapunov son menores o iguales que 0, las soluciones del
sistema serdan acotadas. En caso contrario, serdn no acotadas.

Como X (w) es no singular, entonces posee un logaritmo. La existencia del logaritmo de una
matriz es un hecho clave para establecer nuestra versién del Teorema de Floquet:
Teorema 12. (Ezxistencia del logaritmo de una matriz)(Teorema 2.47) [6]

1. Si A es una matriz compleja no singular de tamano n X n, entonces existe una matriz C
(posiblemente compleja) de tamatio n X n tal que

exp(C) =A< C = Log(A).
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2. Si A es una matriz real no singular de tamano n X n, entonces existe una matriz real C de
tamano n X n tal que

exp (C) = A? & C = Log(A?).
De hecho, los valores propios reales de A generardn valores propios positivos de A?.

Remark 5. Dado que es dificil de encontrar en la literatura, mostraremos la importancia de la
condicion (2) del teorema anterior. Consideremos el sistema ordinario homogéneo w-periédico ,
Observamos que si todos los valores propios p; de la matriz de monodromia son reales, entonces por
el Teorema cldsico de Floquet@ podemos escribir una solucion compleja de (6.1]) como

z;(t) = exp (p;t)q(t), qj(t) = z;(t) exp (=pjt), q;(t +w) = gq;(t),

1
donde pj = —Log(|Aj]) es el operador de monodromia y p; = exp (A\;) corresponde al multiplicador
w

de Floquet (el cual es un valor propio de la matriz de monodromia de (6.1)), es decir,

zi(t +w) = pjz;(1).

Ast, tenemos que:
1
Wit ) = aylttwexs (- Loan e+ )
1
— )y ex (- Lo\ Dt +))

= e (Logln) - Log(A ) exp -~ Log(In) )

= sign(A;) x;(t) exp (—p;t)
= sign(A;) q;(1).

Ahora bien, si queremos una solucion periddica real de (6.1)), observamos que si A; € R es un
valor propio real de A, entonces podemos considerar A; = )\? (es decir, un valor propio de A2?) de
modo que A; > 0. De esta manera, g;(t) serd una funcidn 2w-periddica. Es decir, si consideramos

5 1
pj = ZLOg(Aj)7

entonces
1
Gi(t+2w) = z;(t+2w)exp <—2wLog(Aj)(t + 2w))
1
= e (o Log(A)(1+ 2 )

t
= t)exp (Log(A,) ~ Log(As)) exw (5 Loa(d) )
= x;(t)exp (=pjt)
= (1)
A partir de (6.16]), obtenemos el siguiente resultado importante:

Corolario 7. (L) Sea X(w) como en (6.13)). Como det(X (w)) # 0, entonces Log(X (w)) existe.

Podemos definir ahora nuestro operador P:

(6.17) P= iLog (X ().



36 UNA BREVE INTRODUCCION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES IMPULSIVAS

6.7. El teorema de Floquet. Enunciamos y demostramos la version IDE del teorema de Floquet:

Teorema 13. (Teorema de Floquet para IDE)
Sea el sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales impulsivas w—periddico (6.7)):

d'(t) = A@)x(t),  tF# b,
Ax‘t:tk :Ckl‘(t];), t:tk7

y sean las condiciones , , Teorema y (L) las que se cumplan. Entonces,

(i) La solucion X (t) de (6.7) puede ser representada en la forma normal de Flogquet como
1
(6.18) X(t) = Q(t)exp(Pt), P=—Log(X(w)), t€R,
donde P € C™ ™ es constante y la funcién matriz Q(t) € PC(R,C™*™) es no singular,
w—periodica y satisface la IDE
(6.19) Q) = A®Q®E) - Q)P t # t,
Qlty) = (I+CKQ(t), t= 1.
Ademas, si A(t) y Cy son matrices reales, cada solucion fundamental X (t) de puede
ser representada en la forma normal de Floquet como

(6.20) X(t)=Q(t)exp (Pt), P= %Log(XQ(w)), teR,

donde P € R" " es constante y Q(t) € PC*(R,R™*™) es una funcién matriz no singular de
periodo 2w.
(ii) La ecuacion (6.7)) es reducible a la ecuacion diferencial ordinaria:

(6.21) Y'(t) = PY(t),

por una transformacidn de Floquet-Lyapunov w—periddica X (t) = Q)Y (t). Es decir, las
ecuaciones y (6.21) son IDE-cinemdticamente similares mediante el uso de la funcidén
de Lyapunov Q(t), verificando la EDO

Q'(t) = A(H)Q(t) — Q) P.

Demostracion.
(i) Dado que det(X(w)) # 0, por el Teorema [12| X (w) tiene un logaritmo. Entonces, podemos
reescribir X (t +w) = X (¢) X (w) como X (t + w) = X (t) exp (Pw), con

P= %Log (X(w)).
Ahora, definimos
(6.22) Q(t) = X (t) exp (—Pt).
Probaremos que la solucién de puede escribirse como .

Primero, asumiendo ([6.22)), probaremos que Q(t + w) = Q(t), Vt € R.
Sea X (w) € C™*™ matriz, por el Teorema tenemos
Qt+w) = X(t+w)exp(—Pt+w)
X)X (w)X Y (w)exp (—Pt)
= X(t)exp (—Pt)

Q).
A continuacién, si X (w) € R™*™, por el Teorema [12| definimos
~ 1
P =—Log(X(w)).

2w



(6.23)

(6.24)

(6.25)
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Ademas, vemos que X (t + 2w) = X ()X ?(w). Entonces,
Ot +2w) = X(t+ 2w)exp(—P(t + 2w))
= XX (W) (X (w)?exp (= P1)
= X()exp(~P)
= Q).

Como X (t), exp (—Pt) y exp (— Pt) son no singulares y diferenciables para todo t € R, (posi-
blemente con las excepciones en ¢t = ¢, cuando existe la derivada por la izquierda) tenemos
que Q(t) y Q(¢) también son no singulares y diferenciables.

Ahora, si buscamos una solucién del tipo X (t) = Q(¢)exp (Pt) con Q(t +w) = Q(t) y
Q(0) = I, como veremos debe satisfacer ((6.19))
De hecho, como X (t) es la solucién de (6.7), diferenciando la tltima expresién es facil ver
que
Q) + Q)P = AMQM)",  t#
AQ(ty)eP ™) = CLQ(t; et t=ty.
Multiplicando por la derecha por exp (Pt), obtenemos ([6.19)).

A continuacién, siguiendo las ideas de [I3] (Ch.3), notamos que la matriz de Cauchy
de la solucién de la ecuacién diferencial ordinaria R'(t) = A(t)R(t) — R(t)P es R(t,7) =
O(t, 7)R(T) exp (—P(t — 7)), donde ®(t) y exp (Pt) son las matrices fundamentales de Z'(t) =
A(t)Z(t) y Y(t) = PY(t), respectivamente.

Para (6.19)), tenemos
Q'(t) — AMQ(t) + Q)P =
Multiplicando la tltima ecuacién por la izquierda por ®(s,t), obtenemos
P(s,0)Q'(t) — P(s,0) A(t)Q(t) + ®(s,6)Q(t)P = 0.
No es dificil ver que %‘I)(s, t) = —®(s,t)A(t). Entonces, la ltima ecuacién puede reescribirse

como

0

5 (2(5:)Q) + & (s, )QX) P = 0.

d
A continuacién, notando que a(ep *) = Pelt y multiplicando (6.23) por la derecha por

eP(t=5) obtenemos

a t—s
(85, Q)™ + 05, Q) -

0

o (eP(tfs)) —0.

Es decir,

a t—s _
51(@(5:)Q1)e" ™) =0.

Ahora, integrando la tltima expresién desde s hasta ¢, obtenemos

(s, 1)Q(t)e" 7 = Q(s).

Finalmente, multiplicando por la izquierda por ®(t, s) y por la derecha por e =F¢=%) la tiltima
ecuacién, obtenemos

Q1) = (1, 5)Q(s)e” ).
En lo siguiente, utilizaremos reescrita como

Qt)elt = d(t, 7)Q(1)el™.
Usando el Teorema 77 y , resolveremos ([6.19)).
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Ahora, evaluando la ultima ecuacién en 7 = t,,, tenemos
(6.26) Q) = ®(t,t,)Q(ty,)el .

Suponiendo la continuidad por la izquierda de la solucién, consideramos ¢ — ¢, ;, obte-
niendo

Qty1)el 1 = B(tny1, tr)Q(t,)e .

Por lo tanto, aplicando la condicién impulsiva dada por (6.19), obtenemos la siguiente
ecuacion en diferencias

Q(tn+l)eptn+l = (I + C7L+1)(I)(tn+17tn)Q(tn)eptna

cuya solucién es

(6.27) Q(tn)eln = (ﬁ(]+ C,)@(trﬂ,tr)) .

r=0
Finalmente, aplicando (6.27) en (6.28) obtenemos la solucién de ([6.19)):
k(t)
Q™ = ®(t,tiw) | [JU + Co)®(trsr,tr)

r=0
(6.28) = V().
donde k(t) es el tinico k € Z tal que t € Iys) = [tre)s tu(e)+1)-

(ii) Finalmente, mediante el cambio de variables de Floquet-Lyapunov X (t) = Q(¢)Y (t), difer-
enciando para t # t; obtenemos

QYD) +QUY'() = ADQWY(H)
(Q’(t) n Q(t)P) ¥ (1),

A(H)Q(t) por

con lo cual concluimos que Y'(t) = PY (t).

Remark 6.
o Si C, =, recuperamos la version cldsica del Teorema de Floquet.

Corolario 8. (Solucién acotada de sobre R)

La unica solucion acotada de (6.7) sobre todo R es la solucion w—periddica o la solucién 2w—periddica.
Es decir, cuando el exponente de Lyapunov es 0, pero el exponente de Floquet es puramente imagi-
nario o cuando el exponente de Floquet es idénticamente 0.

Remark 7. El problema de encontrar una forma normal de la solucion de Floquet de es
equivalente a encontrar P y Q(t) que satisfacen (6.19). En general, este problema parece ser muy
dificil.
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7. Soluciones periodicas

Agregar ejemplo del libro de bainov logistico
agregar lo del contador de impulsos y la solucion periodica de la tesis de magister.
Mencionar la tp propiedad

8. Solucién periédica del sistema lineal no homogéneo (caso no-critico

8.1. Solucidén periddica del sistema lineal no homogéneo. En esta seccién lo que se pretende
demostrar es que el sistema
x A(t)x + f(t) t#ty
a(ty) = (I+Bp)z(ty) +he t=ty  tp € (tr)m

i=—00

en donde A(t) es una matriz continua (piecewise continua), T-periédicas y f(¢) un vector funcién
T—peri6dico, By, matriz constante, h vector constante y {¢x}r-; sucesion tales que

Bytp = By, Pitp = hi tpp =t +T conalginpeN ekeZ

junto con det(I + Bg) # 0y to < t1 <tz <...<t, <T tiene soluciones T-periédicas.
Como anteriormente vimos, cualquier solucién (¢, to, xg) del sistema impulsivo lineal no homogéneo
puede escribirse como
t
z(t, to, xo) = W(t, to)xo +/‘I’(ta3)f(5)d3 + Ut te)hy
tr<t
to

A fin de poder contestar a la pregunta antes planteada introduciremos el siguiente lema:

Lema 4. Sean los sistemas

(8.1) ¥ = A(t)x t # ty,
z(t}) = (I+ Br)x(ty) t =ty

y

(8.2) ¥ = AWz + f(t) t # 1y,
z(tf) = I+ Bezt,)+h  t=t

Suponiendo que los sistemas anteriores poseen los mismos instantes de impulso ty, tenemos:

e a)Si 1 y o son soluciones del sistema lineal impulsivo no homogéneo, entonces w1 — pa2 es
solucion del sistema lineal impulsivo homogéneo

e b)Si ¢ satisface (I) y v satisface (II), entonces ¢+ es solucion del sistema lineal impulsivo
no homogéneo (II)

Demostracion. Debemos analizar dos caso : t =ty y t # t, a) Caso t # t;, Es claro que (p1—¢2) =
A(t)(p1 — v2) lo que dice que p1 — @2 es solucion del sistema (I).

Caso t = tg,
Se tiene que

@1(ty) = (I + Br)er(ty ) + hu
y

ea(tf) = (I + Bi)ea(ty ) + hi
con ¢i(t, ) = limtﬁtk_v 01(t) = p1(tr) v @2(t,) = limtﬁt; pa2(t) = @a(tr), (ambos existen por ser ¢
y 2 continuas por la izquierda), por lo que se tiene

e1(tf) = pa(tf) = (I + Br)er(ty) — (I + Br)pa(ty) = (I + Br)(w1(ty) — ¢2(ty))
lo que nos dice que
(01 = @2)(ty) = (I + Br)(e1 — p2)(t;,)

por lo que se tiene lo pedido.

b)
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Caso t # ty,
Es claro que (¢ +7v) = A(t)p + A(t)y + f(t) = A(t)(p +7) + f(¢) lo que dice ¢ + ~ es solucién de
(I1).

Caso t = tg,
se tiene que

o(ty) = (I + Bi)o(ty)

V() = (L + Bu)y(t;) + h
con p(t, ) = limt_%; o(t) = p(ty) y y(t,) = limt_n; ~v(t) = v(tx), (ambos existen por ser v y ¢
continuas por la izquierda), por lo que
p(td) +(ty) = (I+Br)e(ty) + I+ Br)y(ty) + e
= (T4 Be)(e(t,) +7(t,) + D
lo que nos dice que
(+"NE) = I+ Bi) (e +7)(t;) +

que es lo pedido. [ |

Los resultados se basan en el siguiente teorema:

Teorema 14. Sean los sistemas (I) y (II) los sistemas periddicos con las hipdtesis de periodicidad
mencionadas sobre cada una de sus componentes. Si el sistema lineal homogéneo (I) no tiene solu-
ciones periddicas mds que la trivial, entonces el sistema (II) posee una tdnica solucidn T—periddica.

Demostracion. Unicidad: sean @1 y @2 soluciones periédicas del sistema (II). Por el lema se
tendria que 1 — @2 es solucién periddica del sistema (I). Por hipétesis, el sistema lineal homogéneo
no posee soluciones periddicas mas que la trivial lo que implica que @1 = @s.

FExistencia:
Si existiese tal solucién seria de la forma

t

x(t, to, x0) = U(t, to)zo +/\I!(t, $)f(s)ds + > W(t, tx)hy

to <t

luego, como la solucién seria periddica se tiene x(tg + T, to, zo) = x(to,to, o) = xo, lo que implica
que
to+T

x(to + T, to, z0) = ¥(to + T, to)wo + / U(to+T,s)f(s)ds + zp: Uty + T, tr)a;
o i=i
lo que permite concluir que
to+T »
z0 = W(to + T, to)wo + / U(to+T,8)f(s)ds + Y _ W(to + T, tr)a;
o i=i

y, luego
to+T p
o = (I*‘I/(t(]‘FT,to))il / \I/(to +T,S)f(s)d8+z\1/(to+T,tk)ai

tO =1
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por lo que la solucién seria de la forma

to+T P
l’(t, tOv ZEO) = \Ij(ty tO)(I - \Ij(to + T7 tO))il / \Ij(to + T7 S)f(S)dS + Z \Ij(to + T7 tk)az
to =1

t

+ /\Il(t,s)f(s)ds 3 Wit t)as

to tr<t

El punto crucial es que necesitamos la invertibilidad de la matriz
(I=T(to+T,to)).

A fin de determinar la invertibilidad de (I — U(tg + T,to)), se tiene el siguiente lema:

Lema 5. (I — U(ty + T,to)) es invertible ssi el sistema periédico (I) tiene a la solucién nula como
unica solucion T-periddica.

Demostracién. = (Por contrapositivo). Si suponemos que el sistema (I) tiene soluciones
periddicas no triviales, se tiene que existe x(tp) # 0 tal que

z(to) = x(to+T)=V(to+T,to)z(to)
- ‘l’(to + T, to)I(ﬁo) = .13(750)

con U(t,tg)x(tp) una solucién general del sistema impulsivo lineal homogéneo periddico (I). (Si fuera
el caso de z(tg) = 0, ello implicarfa que la tnica solucién del (I) es la solucién nula). Entonces se
tiene

(1= Wlto+T.to))alts) =0 a(te) £ 0

y, en consecuencia, x(tg) € ker((I — U(tg + T, tp)) por lo que la matriz (I — W(to+ T,%p)) no es
invertible.

<= Supongamos que el sistema peridédico (I) tiene a la solucién nula como unica solucién T-
peridédica. Entonces:

\If(t() + T, to)l’(to) = LU(t())

s6lo se cumple para z(tg) = 0, por lo que se tiene

x(to) — W(to + T, to))x(to) =0
— (I - \If(t() + T, to))ﬂ?(to) =0

lo que nos dice que ker((I—(to+7,t9)) = {0} por lo que la matriz (I—U(to+T,tg)) es invertible. W
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Ahora, con propiedad, podemos decir que

a(t)

Si

to+T
U(t, to)(I — Uty +T,to)) " ( /

to

U(to +T,8)f(s)ds + Y _ W(to + T, t;)a;

=1

+/\I/(t,s)f(s)ds +> Wt ti)a
tU-:T
= [ W)~ o+ Tta)) 0+ YO () ()

to

+ zp: U(t, t)(I — U(tg +T)) W (tg + T)V 1 (t;)a;

=1

t; <t

+ / W (5)f(s)ds + 30 WHT )as

_ / [W(t,t0) (I — Wty + T, o))~ Wty + TV 1(s) + U(t)T1(5)] f(5)ds
+ > [t to)(I = W(to + T,to)) " W(to + TV (t;) + T(H) T (1)) as
to+T

+ / Wt to)(I — U(to+ T,t0)) " U(to +T)U " (s)f(s)ds
+Y W(tto)I = Wty + T.to)) " W(te + T)T ™ (t:)a
t<t;<to+T

= /\I/(t, to) [(I = W(tg+T,to)) " W(to+T) + 1] ¥ (s)f(s)ds

to

+ Y W(tto) [(I = W(to + T to)) " W(to +T) + I] U~ (t;)a;
to<t; <t
to+T

+ / U(t,to)(I — U(tg + T to)) " W(to + T)T 1 (s)f(s)ds

t
+ Z \I’(t, to)([ — \I’(to + T, to))71W(t0 + T)\IJil(ti)ai
t<t;<to+T

P=(I—W(tg+T,t0)) " W(to + T, to),

podemos definir como G(t, s) a:

(®)

G(t,s) = U(t, to)PY~(s) ) to<t<s<tg+T
)T Wl t) T+ P)Ts) L tg<s<t<to+T

entonces la solucién periddica descrita en (19) adopta la forma

(8.3)

to+T

x(t) = / G(t,s)f(s)ds + > _ Gt t;)a;
i=1

to

La funcién G(t, s) es la llamada funcién de Green del sistema ( )

|
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