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1. Una introducción: ejemplos interesantes

1.1. Un ejemplo: el caso lineal homogéneo con coeficientes constantes. Analizaremos las
soluciones del sistema

(1.1)
x′(t) = ax(t), t ̸= tk

x(tk) = αx(t−
k ) t = tk, k ∈ N

x(t0) = x0.

Para t ∈ [tn, tn+1) con x(tn) = xn, tenemos que la solución de (1.1)

(1.2) x(t) = ea(t−tn)xn,

como solución en dicho intervalo. Ahora para ver lo que ocurre cuando t ∈ [tn+1, tn+2), debemos
obtener una condición inicial en este intervalo. Ella vendrá dada por por la ley de impulso de (1.1),
a saber

xn+1 = x(tn+1)
= αx(t−

n+1)
= αea(tn+1−tn)xn,

por lo que queda aśı definida una solución discreta del sistema impulsivo lineal homogéneo

xn+1 = αea(tn+1−tn)xn.

La expresión anterior define una ecuación en diferencias finitas, cuya solución puede deducirse de la
siguiente manera:

x1 = αea(t1−t0)x0,

x2 = αea(t2−t1)x1

= αea(t2−t1)αea(t1−t0)x0

= α2ea(t2−t0)x0,

x3 = αea(t3−t2)x2

= αea(t3−t2)α2ea(t2−t0)x0

= α3ea(t3−t0)x0.

Aśı, inductivamente conseguimos la solución para esta ecuación discreta. A saber

(1.3) xn = αnea(tn−t0)x0.

Es importante recalcar que la ecuación en diferencias es parte del sistema impulsivo. El sistema en
cuestión tiene, por ende, una parte discreta y otra ordinaria. Es por esto que los sistemas impulsivos
forman parte de los llamados ”sistemas h́ıbridos”.
Entonces, al reemplazar (1.3) en (1.2) se obtiene

x(t) = ea(t−tn)xn

= ea(t−tn)αnea(tn−t0)x0

= ea(t−t0)αnx0,

y asumiento que t0 no corresponde a un instante de impulso, se tiene

(1.4) x(t) = ea(t−t0)αi(t0,t)x0,

donde i(t0, t) representa a la cantidad de instantes de impulsos en el intervalo [t0, t).
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1.1.1. Observaciones: De (1.4) podemos concluir lo siguiente:
• La solución se obtiene ”multiplicando las soluciones fundamentales” tanto de la parte ordi-

naria del sistema ea(t−tn) como de la discreta αnea(tn−t0).
• Obviamente α ̸= 1 a fin de que exista fenómeno impulsivo. Si no, el salto seŕıa nulo. En

dicho caso se hablaŕıa de un sistema completamente ordinario.
• Si α = 0, x0 = 10 y t0 < t1 con t1 instante de impulso, entonces se tiene que x(t) = 0 para

todo t ≥ t1. Su solución es

x(t) =

 ea(t−t0)x0 si t0 ≤ t < t1.

0 si t1 < t.

• Si α < 0 , entonces se tendrán soluciones oscilantes.
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• El ı́ndice contador de impulsos i(t0, t) juega un papel preponderante en el comportamiento
de la solución. Es decir, la ”distribución de los instantes de impulso” también es un factor
a considerar.

Esto motiva a la siguiente pregunta: ¿Puede ser ”derrotada” la exponencial por la potencia discreta?

1.2. Algo sobre estabilidad de sistemas impulsivos. Un ejemplo de la importancia de la última
de las observaciones anteriores lo veremos al analizar el comportamiento de la solución para t muy
grande, con α ̸= 0 y a ̸= 0 (estabilidad de las soluciones). En lo que sigue obtendremos una condición
que permite asegurar que la solución del sistema impulsivo homogéneo tienda a 0 cuando t → ∞.
Reescribamos (1.4) de la forma

(1.5) x(t) = ea(t−t0)ei(t0,t)Log(α)x0,

donde
Log(α) = ln(|α|) + i arg(α).

Ahora, para todo t ∈ R+, existe i(t) ∈ N es tal que t ∈ Ii(t) = [ti(t), ti(t)+1), con ti(t) instante de
impulso. Luego, si se asume que los instantes de impulso tienen la siguiente distribución

θ ≤ tk+1 − tk ≤ θ,

entonces
θ ≤ t − ti(t)

2θ ≤ t − ti(t)−1 = t − ti(t) + ti(t) − ti(t)−1

3θ ≤ t − ti(t)−2 = t − ti(t)−1 + ti(t)−1 − ti(t)−2.

Con lo anterior, inductivamente se obtiene
(n + 1)θ ≤ t − ti(t)−n, n ∈ N0,

es decir

(1.6) i(t0, t)θ ≤ t − t0 =⇒ i(t0, t) ≤ t − t0

θ
.

Luego, aplicando (1.6) en (1.5) se obtiene

|x(t)| ≤ ea(t−t0)+
t−t0

θ Log(α) |x0|

≤ e
(t−t0)

(
a+ 1

θ ln(|α|)
)

|x0| .

Es decir, si

(1.7) a + 1
θ

ln(|α|) < 0,

las soluciones se irán a 0 cuando t → ∞.
Esta construcción nos muestra que, a pesar de que pudiese ocurrir a ≥ 1, es posible que debido
al efecto impulsivo, las soluciones del sistema puedan ser acotadas. Más aún, tender a 0 cuando
t → ∞. Lo anteriormente expuesto refleja un hecho muy particular, por lo que a nivel de estabilidad
los sistemas impulsivos difieren del tratamiento ordinario. ( Ver [22]).

Pregunta: qué sucede si α < 0?.

1.3. Ejemplos de sistemas estables. Consideremos el sistema

(1.8)

x′(t) = x(t), t ̸= tk

x(tk) = (0.3)x(t−
k ) t = tk

x(0) = 1000
tk = k, ∀k ≥ 1, k ∈ N.

Se comprueba que
1 ≤ tk+1 − tk =⇒ θ = 1
a = 1, α = 0.3,
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y
1 + ln(0.3) = −1.203972804... < 0,

por lo que sus soluciones, según el resultado anterior, debieran tender a 0 cuando t → ∞. Aśı lo
podemos observar en la siguiente gráfica

Otro ejemplo, similar a (1.8), en donde se describe una situación más esperable; con α = 0.3 y
a = 0.5, es el siguiente
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Finalmente, observemos (1.8) con α = −0.1 y a = 2.2, es el siguiente

En el siguiente ejemplo, los impulsos generan una solución periódica impulsiva, a pesar de que el
sistema ordinario no sea periódico ni acotado

p′(t) = 1, t ̸= tk

p(ti) = p(t−
i ) − 1, t = tk

p(0) = 0
tk = k, ∀k ≥ 1, k ∈ N
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1.4. Ecuaciones lineales en diferencias finitas. A continuación, dado que hemos sido testi-
gos del carácter h́ıbrido de las ecuaciones diferenciales impulsivas, presentaremos la solución de la
ecuación en diferencias finitas lineal homogénea y la fórmula de variación de parámetros para el caso
lineal no homogéneo.
Ellas serán de utilidad para poder encontrar la solución expĺıcita de los sistemas impulsivos lineales.

A fin de describir los sistemas impulsivos, durante el resto de este apunte usaremos la siguiente
convención para el producto y la suma:

k∏
r=j

Ar =
{

Aj · Aj+1 · . . . · Ak si j ≤ k
1 si j > k

,

∑k
r=j Ar =

{
Aj + Aj+1 + . . . + Ak si j ≤ k

0 si j > k
.

1.4.1. Ecuación en diferencias lineal homogénea. Sea la ecuación en diferencias finitas
x(n + 1) = a(n)x(n)

x(n0) = x0, n ≥ n0 ≥ 0
donde a(n) ̸= 0 y a valores reales definida para n ≥ n0 ≥ 0.
No es dif́ıcil deducir que su solución es

x(n) =
(

n−1∏
i=n0

a(i)
)

x0.

1.4.2. Ecuación en diferencias lineal no-homogénea. Sea la ecuación en diferencias finitas
y(n + 1) = a(n)y(n) + g(n)

y(n0) = y0, n ≥ n0 ≥ 0
donde a(n) ̸= 0 y a(n), g(n) son funciones a valores reales definidas para n ≥ n0 ≥ 0.
Con un poco de trabajo algebraico, se tiene que su solución es

y(n) =
(

n−1∏
i=n0

a(i)
)

y0 +
n−1∑
r=n0

(
n−1∏

i=r+1
a(i)

)
g(r).
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2. Ecuaciones diferenciales impulsivas

Una Ecuación Diferencial Impulsiva es una ecuación de la forma:

x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk,

∆x(tk) = Qk(x(t−
k )), t = tk,(2.1)

x (τ) = x0, t = τ,

donde Qk es un operador de salto (que asumiremos inyectivo), (tk)k∈Z es tal que tk < tk+1 , ∀k ∈ Z
y lim

k→±∞
tk = ±∞. Esta sucesión corresponde a la llamada sucesión de instantes de impulsos. La

condición del ĺımite quiere decir que el fenómeno impulsivo se distribuye a lo largo de la recta, por
lo que los impulsos persisten en el tiempo.

Definición 1. Diremos que una función x(t) es solución de la ecuación diferencial impulsiva si:
(i) x(t) es continua en cada intervalo de la forma Ik = [tk, tk+1), ∀k ∈ N.

(ii) La derivada x′(t) existe en cada punto t ∈ I = [τ, ∞) con posibles excepciones en los puntos
tk, k ∈ N, donde existe la derivada izquierda.

(iii) En cada intervalo Ik, la ecuación diferencial ordinaria
x′ (t) = f(t, x (t))

es satisfecha.
(iv) Para t = tk, La solución satisface la condición de salto

∆x(tk) = x(tk) − x(t−
k ) = Qk

(
x(t−

k )
)

,

donde
x(t−

k ) = lim
t→tk
t<tk

x(t)

existe ∀tk con k ∈ N y x(tk) está definido de manera única por
x (tk) = x(t−

k ) + Qk

(
x(t−

k )
)

.
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2.1. Ecuacion integral asociada. A continuación, mostraremos un resultado que nos será útil
más adelante y que corresponde a otra forma de expresar la solución de (2.1).

Teorema 1. Sea una función x(t) = (t, τ), donde τ es un número real fijo, es una solución de (2.1)
en [τ, ∞[ si y solo si satisface la siguiente ecuación integral

(2.2) x(t) = x(τ) +
∫ t

τ

f(s, x(s))ds +
∑

τ≤tk⩽t

Qk(x(t−
k )).

Intentaremos vislumbrar la demostraci’on y su naturaleza inductiva.
Sea la ecuación diferencial impulsiva

x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk,(2.3)
∆x(tk) = Qk(x(t−

k )), t = tk,

x(t) = x0.

Consideremos el intervalo t ∈ [τ, t1[
Integrando la ecuación diferencial ordinaria, obtenemos

x(t) = x(τ) +
∫ t

τ

f(s, x(s))ds

Ahora, queremos ver qué es x(t1). Para ello, aplicando el ĺımite a la expresión anterior, obtenemos:

x(t−
1 ) = x(τ) +

∫ t1

τ

f(s, x(s))ds

Aśı, vemos que
∆x(t1)x = x(t1) − x(t−

1 ) = Q1(x(t−
1 )).

Luego obtenemos
x(t1) = x(t−

1 ) + Q1(x(t−
1 )),

por lo que se tendrá

x(t1) = x(τ) +
∫ t1

τ

f(s, x(s))ds + Q1(x(t−
1 )).(2.4)

Ahora analizaremos análogamente el intervalo t ∈ [t1, t2[
integrando

x(t) = x(t1) +
∫ t

t1

f(s, x(s))ds

Pero, ¿quién es el x(t1)?. Sabemos que x(t1) está dado por (2.4), por lo que reemplazando, se obtiene
x(t)

x(t) = x(τ) +
∫ t

τ

f(s, x(s))ds + Q1(x(t−
1 ))ds.

Consideremos ahora, el intervalo t ∈ [t1, t2[. Integrando (2.1) en dicho intervalo y evaluando el ĺımite
lateral, se tiene

x(t−
2 ) = x(t1) +

∫ t2

t1

f(s, x(s))ds + Q1(x(t−
1 )).

pero sabemos que
∆x(t2) = x(t2) − x(t−

2 ) = Q2(x(t−
2 ))

Aśı obtenemos lo siguente

x(t2) = x(τ) +
∫ t2

τ

f(s, x(s))ds +
2∑

i=1
Qi(x(t−

i ))
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Por todo lo anterior, es posible definir una recurrencia. Aśı, inductivamente, para
t ∈ [τ, tk(t)+1[ , tenemos que

x(t) = x(τ) +
∫ t

τ

f(s, x(s))ds +
∑

τ≤tk⩽t

Qk(x(t−
k ))

Ahora que sabemos que las ecuaciones impulsivas muestran fuertemente su carácter h́ıbrido,
formalizaremos la solución inductiva anterior usando el lenguaje de las ecuaciones en diferencias:

Demostración. Consideremos el intervalo In = [tn, tn+1]. Si integramos (2.3) en este intervalo, se
obtiene que

(2.5) x(t) = x(tn) +
∫ t

tn

f(s, x(s)) ds.

Evaluando en t = tn+1 obtenemos

x(t−
n+1) = x(tn) +

∫ tn+1

tn

f(s, x(s)), ds.

Aplicando la condición impulsiva
∆x(tn+1) = x(tn+1) − x(t−

n+1) = Qn+1(x(t−
n+1)),

se sigue que

x(tn+1) = x(tn) +
∫ tn+1

tn

f(s, x(s))ds + Qn+1(x(t−
n+1)).

Luego, resolviendo la ecuación en diferencias finitas, obtenemos

x(tn) = x0 +
∫ ti(τ)+1

τ

f(s, x(s))ds +
n−1∑

k=i(τ)+1

∫ tk+1

tk

f(s, x(s))ds +
n∑

k=i(τ)+1

Qk(x(t−
k )),

donde i(t) = n ∈ Z es el único entero tal que t ∈ In = [tn, tn+1[.
A continuación, aplicando la expresión anterior en (2.5), obtenemos

x(t) = x0 +
∫ ti(τ)+1

τ

f(s, x(s))ds +
n−1∑

k=i(τ)+1

∫ tk+1

tk

f(s, x(s)) ds +
∑

τ≤tk<t

Qk(x(t−
k )) +

∫ t

tn

f(s, x(s))ds.

Finalmente, como∫ t

τ

f(s, x(s)) ds =
∫ ti(τ)+1

τ

f(s, x(s))ds +
n−1∑

k=i(τ)+1

∫ tk+1

tk

f(s, x(s))ds +
∫ t

tn

f(s, x(s))ds,

y reemplazando esta expresión en la ecuación anterior, obtenemos (2.2), por lo tanto, la demostración
queda completa. ■
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2.2. Desigualdad Impulsiva del tipo Gronwall-Bellman. Una herramientra extremadamente
útil para demostrar unicidad y estabilidad de soluciones será la siguiente:

Teorema 2. Sea I un intervalo. Sean u, η1 : I → [0, ∞) tal que u, η1 son funciones continua;
η1 función localmente integrable y η : {ti} → [0, ∞) . Sea además, α una constante no negativa.
Asumamos que ∀t ≥ τ se cumplen

u(t) ≤ u(τ) +
∫ t

τ

η1(s)u(s)ds +
∑

τ≤ti<t

η (ti) u(t−
i ).

Entonces, para ∀t ≥ τ se satisface la siguiente desigualdad

u(t) ≤

 ∏
τ≤ti<t

(1 + η(ti))

 exp

(∫ t

τ

η1(s)ds

)
u(τ)

Demostración. Consideremos

u(t) ≤ u(τ) +
∫ t

τ

η1(s)u(s)ds +
∑

τ≤ti<t

η (ti) u(t−
i ).

Denotaremos al miembro derecho como

v(t) = α +
∫ t

τ

η1(s)u(s)ds +
∑

τ≤ti<t

η (ti) u(t−
i ).

Sabemos que se tiene que u(τ) = v(τ). Luego u(t) ≤ v(t) ∀t ≥ τ . Ahora al derivar v(t) obtenemos
v′(t) = η1(t)u(t).

Por hipótesis, dado que u(t) ≤ v(t), se tiene

v′(t) ≤ η1(t)v(t).
Integrando la expresión anterior entre τ y t se obtiene

v(t) ≤ v(τ) +
∫ t

τ

η1(s)v(s)ds

Ahora, si consideramos τ = tk se obtiene

v(t) ≤ v(tk) +
∫ t

tk

η1(s)v(s)ds

Aplicando el clásico lema Bellman-Gronwall a la desigualdad anterior, se obtiene lo siguente:

(2.6) v(t) ≤ v(tk) exp
(∫ t

tk

η1(s)ds

)
.

Luego, evaluando t = t−
k+1 en (2.6), se obtiene

(2.7) v(t−
k+1) ≤ v(tk) exp

(∫ tk+1

tk

η1(s)ds

)
.

Recordamos que para definir v(tk+1) debemos considerar v(t−
k+1) y el operador de impulso o salto.

Aśı, al multiplicar a ambos lados de la desigualdad (1 + η(tk+1)), se obtiene

(2.8) v(tk+1) ≤ (1 + η(tk+1))v(tk) exp
(∫ tk+1

tk

η1(s)ds

)
Lo anterior define una desigualdad de Gronwall-Bellman del tipo discreta, cuya solución es:

(2.9) ν(tk) ≤

 k∏
k=i(τ)+1

(1 + η(tk))

 exp
(∫ tk

τ

η1(s)ds

)
ν(τ)

Ahora, si reemplazamos (2.9) en (2.6) se obtiene
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v(t) ≤

 k∏
k=i(τ)+1

(1 + η(tk))

 exp
(∫ tk

τ

η1(s)ds

)
exp

(∫ t

tk

η1(s)ds

)
ν(τ)

Como bien sabemos u(t) ≤ ν(t) ∀t ≥ τ y u(τ) = ν(τ) se tiene

u(t) ≤

 k∏
k=i(τ)+1

(1 + η(tk))

 exp
(∫ t

τ

η1(s)ds

)
u(τ)

obteniéndose el resultado deseado. ■
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2.3. Existencia y Unicidad de soluciones. En esta sección, demostramos la existencia y unicidad
de soluciones para

x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk(2.10)
∆x(tk) = Qk(x(t−

k )), t = tk,

en [τ, ∞), mediante un argumento inductivo sobre cada intervalo de la forma Ir = [tr, tr+1) y uti-
lizando la desigualdad tipo Grönwall-Bellman del Teorema 2 demostrada anteriormente.

A continuación presentamos las hipótesis principales que se utilizarán en el resto de esta sección.
Sea | · | una norma adecuada, ∥ · ∥∞ la norma supremo, f : [0, ∞[×Cn → Cn y Qk : {tk} → Cn

funciones continuas que satisfacen:
(H1) (a) Existen funciones integrables λi(t), i = 1, 2, definidas en I = [τ, ∞), tales que para

todo (t, x(t), x(γ(t))) ∈ I × Cn × Cn, se cumple

|f(t, x(t))| ≤ λ1(t)|x(t)| + λ2(t).

(b) Existe una sucesión sumable de números no negativos (µi
k)∞

k=1, con i = 1, 2, tal que
para todo x ∈ Cn, se cumple

|Qk(x(t−
k ))| ≤ µ1

k|x(t−
k )| + µ2

k, ∀k ∈ N.

(H2) (a) La función f(t, 0, 0) es integrable en I, y existe una función integrable λ1(t) en I, tal
que para todo (t, x(t)) y (t, y(t)) en I × Cn × Cn, se tiene

|f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ λ1(t)|x(t) − y(t)|.

(b) La función Qk(0) es sumable en I, y existe una sucesión sumable de números reales no
negativos (µ̃k)∞

k=1 tal que para todo x, y ∈ Cn, se cumple

|Qk(x(t−
k )) − Qk(y(t−

k ))| ≤ µ̃k|x(t−
k ) − y(t−

k )|, ∀k ∈ N.

(H3) Las función λ1(t) también satisface

νk =
∫ tk+1

tk

λ1(s) ds ≤ ν := sup
k∈N

νk < 1.

2.3.1. Unicidad.

Teorema 3. Consideremos el problema de valor inicial para (2.10) con x(t, τ, x0). Bajo las condi-
ciones (H1)–(H3) existe una única solución x de (2.10) en [τ, ∞). Además, toda solución es estable.

Demostración. Sean x1, x2 dos soluciones de (2.10) en [τ, ∞). Entonces, por el Teorema 1, (H1)
y (H2), tenemos

(2.11) r(t) ≤ r(τ) +
∫ t

τ

λ1(s)r(s)ds +
∑

τ≤tk<t

µ̃k(tk)r(t−
k )

donde r(t) = ∥x1(t) − x2(t)∥. Ahora, aplicando la desigualdad de Gronwall-Bellman antes mostrada
a la expresión anterior, se prueba la estabilidad. Si r(τ) = 0, entonces r(t) = 0, ∀t ∈ [τ, ∞). Por lo
tanto, la unicidad queda demostrada. ■

2.3.2. Existencia de solución para (2.10) en [τ, tr).

Lema 1. Consideremos el problema de valor inicial para (2.10) con x(t, τ, x0). Sean satisfechas
las condiciones (H1)–(H3) y el Teorema 1. Entonces, para cada x0 ∈ Cn, existe una solución
x(t) = x(t, τ, x0) de (2.10) en [τ, tr) tal que x(τ) = x0.

Demostración. En el intervalo [τ, tr), con tr = ti(τ)+1, por el Teorema 1, el sistema (2.10) puede
escribirse como

(2.12) x(t) = x0 +
∫ t

τ

f(s, x(s)) ds.
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Probaremos la existencia utilizando el método de aproximaciones sucesivas. Consideremos la se-
cuencia de funciones {xn(t)}n∈N tal que x0(t) = x0 y

(2.13) xn+1(t) = x0 +
∫ t

τ

f(s, xn(s)) ds, n ∈ N.

Podemos ver que

∥x1 − x0∥∞ ≤
∫ t

τ

|f(s, x0(s))| ds

≤ ∥x0∥∞

∫ t

τ

λ1(s)ds

= ∥x0∥∞ν,

donde ν está definido en (H3), y

∥xn+1 − xn∥∞ ≤
∫ t

τ

λ1(s)|xn(s) − xn−1(s)|ds

≤ ∥xn − xn−1∥∞

∫ t

τ

λ1(s)ds

= ∥xn − xn−1∥∞ν.

Aśı, por inducción matemática deducimos que
∥xn+1 − xn∥∞ ≤ ∥x0∥∞νn+1.

Por lo tanto, usando (H3), la secuencia {xn(t)}n∈N es convergente, y su ĺımite x(t) satisface (2.12)
en [τ, tr], por lo tanto, la existencia queda demostrada. ■

Podemos extender el lema anterior a [τ, ∞), para obtener la existencia y unicidad de soluciones
para (2.10) en [τ, ∞).

Teorema 4. Supongamos que se cumplen las condiciones (H1)–(H3) y el Teorema 2. Entonces,
para (τ, x0) ∈ R+

0 × Cn, existe una solución única x(t) = x(t, τ, x0) para t ≥ τ de (2.10), tal que
x(τ) = x0.

Demostración. Evaluando en t = tr la ecuación (2.12) se obtiene

(2.14) x(t−
r ) = x0 +

∫ tr

τ

f(s, x(s))ds.

Ahora, a partir de la condición impulsiva
∆x(tr) = Qr(x(t−

r )),
tenemos

(2.15)
x(tr) = x(t−

r ) + Qr(x(t−
r ))

= x0 +
∫ tr

τ

f(s, x(s))ds + Qr(x(t−
r )),

ya que x(tr) está definido de manera única. Aplicamos entonces el Lema 1 al sistema x(t) =
x(t, tr, x(tr)) definido en [tr, tr+1). Por lo tanto, se prueba la existencia en el último intervalo.
Aśı, por inducción matemática, queda demostrada la existencia de una solución única de (2.10) en
[τ, ∞). ■
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3. Sistemas impulsivos lineales

A continuación, deduciremos la matriz fundamental del sistema lineal homogéneo impulsivo y, gra-
cias a ella, encontraremos la fórmula de variación de parámetros para el sistema lineal no-homogéneo
impulsivo.

3.1. Sistema impulsivo lineal homogéneo. En esta sección, estudiaremos las soluciones del
sistema lineal impulsivo

(3.1)
x′ = A(t)x, t ̸= ti,
x(ti) = (I + Bi)x(t−

i ) t = ti,
x (τ) = x0,

con (ti)i∈Z sucesión de instantes de impulsos fijos tales que ti < ti+1 con ti ∈ R y lim|i|→∞ ti = ∞ ,
donde A(t) es una matriz de n×n continua a trozos con discontinuidades de primera especie en t = ti,
Bi matrices constantes. Además, consideraremos el espacio PC y PC1 de las funciones constantes
a trozos continuas por la izquierda, es decir, tales que x(t−

i ) = limt→ti
t<ti

x(t), existe ∀i ∈ N0.
En lo que sigue, se estudiarán sólo los sistemas para los cuales se satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Todo intervalo compacto [a, b] contiene sólo un número finito de puntos de (ti)∞
i=1 .

(2) Las matrices (I + Bi) son invertibles ∀i ∈ N.

3.1.1. Matriz fundamental de (3.1). A continuación deduciremos la matriz fundamental del sis-
tema (3.1). Si analizamos el caso t ∈ [ti(t), ti(t)+1) tenemos
(3.2) x(t) = Φ(t, ti(t))x(ti(t))
como solución en dicho intervalo. Ahora vemos que por la existencia del ĺımite lateral izquierdo se
tiene

x(t−
i(t)+1) = Φ(ti(t)+1, ti(t))x(ti(t)).

Luego, debido a la condición impulsiva, se consigue
x(ti(t)+1) = (I + Bi(t)+1)x(t−

i(t)+1)
= (I + Bi(t)+1)Φ(ti(t)+1, ti(t))x(ti(t)).

Lo anterior define una ecuación en diferencias finitas, cuya solución es

(3.3) x(ti(t)) =

 i(t)∏
i=i(τ)+1

(I + Bj) Φ(tj , tj−1)

(I + Bi(τ)+1
)

Φ(ti(τ)+1, τ)x0.

Al reemplazar (3.3) en (3.2) se obtiene la solución de (3.1) para t ∈ [t0, ti(t)+1). A saber

x(t) = Φ(t, ti(t))

 i(t)∏
i=i(τ)+1

(I + Bj) Φ(tj , tj−1)

(I + Bi(τ)+1
)

Φ(ti(τ)+1, τ)x0,

por lo que finalmente la matriz fundamental del sistema impulsivo lineal homogéneo corresponde a

(3.4) Ψ(t, τ) = Φ(t, ti(t))

 i(t)∏
i=i(τ)+1

(I + Bj) Φ(tj , tj−1)

(I + Bi(τ)+1
)

Φ(ti(τ)+1, τ)x0.

Luego, toda solución del sistema (3.1) se puede escribir de la forma
(3.5) x(t, τ, x0) = Ψ(t, τ)x0

Es importante notar que para el caso autónomo A(t) = A, Bi = B donde las matrices Bi y A
conmutan, se tiene que la solución (3.5) se escribe de la forma

(3.6) x(t, τ, x0) = eA(t−τ) (I + B)i(t,τ)
x0

donde i(t, τ) corresponde al número de puntos ti pertenecientes al intervalo [τ, t).
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De esta manera, se puede apreciar que cuando t → ∞ el comportamiento de las soluciones del
sistema (3.1) para el caso A(t) = A y Bi = B depende de los valores propios de las matrices A e
I + B y de las propiedades de la sucesión (ti)i∈Z . En particular, si los instantes ti son equidistantes,
es decir, forman una progresión aritmética

ti+1 = ti + θ, i ∈ N0

se tiene inductivamente
(3.7) ti = τ + iθ, i ∈ N0.

Ahora bien, si la matriz compleja I + B es no singular, entonces Log (I + B) existe.
Luego, de (3.6) y (3.7) se tiene

x(t, τ, x0) = eA(t−τ)+Log(I+B)i(t,τ)x0

= eA(t−τ)+Log(I+B)[ t−τ
θ ]x0

= eA(t−τ)+Log(I+B)( t−τ
θ −{ t−τ

θ })x0

= e−Log(I+B){ t−τ
θ }e(A+ 1

θ Log(I+B))(t−τ)x0.

Para el caso Bi y A no conmutativos, se tiene que la solución viene dada por la expresión

(3.8) x(t, τ, x0) = eA(t−ti(t))

 i(t)∏
i=i(τ)+2

(I + Bj) eA(tj−tj−1)

(I + Bi(τ)+1
)

eA(ti(τ)+1−τ)x0.

Ahora bien, de (3.8) y suponiendo que las matrices Log(I + B) y A conmutan, vemos que

x(t, t0, x0) =
(

eLog(I+B)eAθ
)[ t−τ

θ ]
x0

=
(

eLog(I+B)+Aθ
)( t−τ

θ −{ t−τ
θ })

x0

= e−{ t−τ
θ }(Log(I+B)+Aθ)e(A+ 1

θ Log(I+B))(t−τ)x0

con t−τ
θ =

{
t−τ

θ

}
+
[

t−τ
θ

]
, donde {·} y [·] corresponden a la parte fraccionaria y entera respectiva-

mente.

Por ende, la estabilidad en ambos casos depende de la matriz

A + 1
θ

Log (I + B) ,

pudiéndose afirmar que si las partes reales de todos los valores propios de esta matriz son negativos,
entonces todas las soluciones de (3.1) irán a cero cuando t → ∞.

A ráız de lo anteriormente expuesto, podemos apreciar el importante papel que cumplen los
instantes de impulso y su distribución en el comportamiento de la solución.
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3.2. Sistema impulsivo lineal no homogéneo. Ahora, analizaremos el sistema impulsivo lineal
homogéneo asociado a (3.1). A saber

(3.9) x′ = A(t)x + f(t), t ̸= ti,
x(ti) = (I + Bi) x(t−

i ) + hi, t = ti,

con f(t) ∈ PC(R,Rn), y hi ∈ Rn×1 ∀i ∈ N.

3.2.1. Fórmula de variación de parámetros. Nuestro objetivo será conseguir una fórmula de
variación de parámetros para el sistema (3.9).
Sea t ∈ [ti(t), ti(t)+1), dado que el sistema (3.9) es del tipo ordinario, por lo que al aplicar la fórmula
de variación de parámetros en dicho intervalo conseguimos

(3.10) x(t) = Φ(t, ti(t))x(ti(t)) +
t∫

ti(t)

Φ(t, s)f(s)ds.

Luego, se tiene

x(t−
i(t)+1) = Φ(ti(t)+1, ti(t))x(ti(t)) +

ti(t)+1∫
ti(t)

Φ(ti(t)+1, s)f(s)ds,

por lo que aplicando la condición impulsiva se tiene

x(ti(t)+1) = (I + Bi(t)+1)x(t−
i(t)+1) + hi(t)+1

= (I + Bi(t)+1)

Φ(ti(t)+1, ti(t))x(ti(t)) +

ti(t)+1∫
ti(t)

Φ(ti(t)+1, s)f(s)ds

+ hi(t)+1

= (I + Bi(t)+1)Φ(ti(t)+1, ti(t))x(ti(t)) +

ti(t)+1∫
ti(t)

(I + Bi(t)+1)Φ(ti(t)+1, s)f(s)ds + hi(t)+1.

Lo anterior nuevamente define una ecuación en diferencias finitas, cuya solución es

x(ti(t)) =

 i(t)∏
k=i(τ)+2

(I + Bk) Φ(tk, tk−1)

(I + Bi(τ)+1
)

Φ(ti(τ)+1, τ)x0

+
i(t)∑

r=i(τ)+2

 i(t)∏
k=r+1

(I + Bk) Φ(tk, tk−1)

(∫ tr

tr−1

(I + Br) Φ(tr, s)f(s)ds

)

+

 i(t)∏
k=i(τ)+2

(I + Bk) Φ(tk, tk−1)

(∫ ti(τ)+1

τ

(
I + Bi(τ)+1

)
Φ(ti(τ)+1, s)f(s)ds

)

+
i(t)∑

r=i(τ)+2

 i(t)∏
k=r+1

(I + Bk) Φ(tk, tk−1)

hr +

 i(t)∏
k=i(τ)+2

(I + Bk) Φ(tk, tk−1)

hi(τ)+1,

la que en términos de la matriz fundamental (3.4) se reescribe como

(3.11) x(ti(t)) = Ψ(ti(t), τ)x0 +

ti(t)∫
τ

Ψ(ti(t), s)f(s)ds +
∑

τ≤tr≤ti(t)

Ψ(ti(t), tr)hr.

Es importante recalcar que la expresión anterior define una solución discreta del sistema (3.9).
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Ahora, al aplicar (3.11) en (3.10), se obtiene

x(t) = Φ(t, ti(t))

Ψ(ti(t), τ)x0 +

ti(t)∫
τ

Ψ(ti(t), s)f(s)ds +
∑

τ≤tr≤ti(t)

Ψ(ti(t), tr)hr

+
t∫

ti(t)

Φ(t, s)f(s)ds

con

Ψ(ti(t), τ) =

 i(t)∏
j=i(τ)+2

(I + Bj) Φ(tj , tj−1)

(I + B(τ)+1
)

Φ(t(τ)+1, τ).

Entonces, por (3.4), se tiene

Ψ(t, τ) = Φ(t, ti(t))

 i(t)∏
j=i(τ)+2

(I + Bj) Φ(tj , tj−1)

(I + B(τ)+1
)

Φ(t(τ)+1, τ),

por lo que finalmente se consigue una fórmula de variación de parámetros para (3.9). A saber

(3.12) x(t) = Ψ(t, τ)x0 +
t∫

τ

Ψ(t, s)f(s)ds +
∑

τ≤tr<t

Ψ(t, tr)hr,

con Ψ matriz fundamental del sistema lineal impulsivo homogéneo (3.1).

Ejemplo 1. A continuación, pondremos en práctica lo que hemos visto.
Resolvamos

x′(t) = −x(t) + t, t ̸= k, k ∈ N
∆x(k) = x(k) + 1, t = k,

x(0) = 0.
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4. Equilibrio aśıntótico para un sistema de ecuaciones impulsivas

En [12], motivados por el estudio de enfermedades de transmisión vertical tales como la Gonorrea,
K.L. Cooke y J.A. Yorke analizan el sistema
(4.1) x′(t) = g(x(t)) − g(x(t − L)),
donde

• x(t) representa al número de individuos de una población en el instante t,
• g(x(t)) representa al número de nacimientos,
• g(x(t − L)) representa a mortalidad en el instante t, suponiendo que el peŕıodo de vida de

cada individuo es L.
De esta forma, la expresión

g(x(t)) − g(x(t − L))
representa la tasa de cambio de la población de una especie en el instante t. Los autores analizan
los casos en los cuales g es una función del tipo Lipschitz global, y deducen la convergencia

lim
t→∞

x(t) = k,

determinando aśı la existencia de un equilibrio para la población de la especie representada en (4.1),
el que es independiente de la condición inicial del sistema en cuestion, lo que equivale a decir que
las soluciones son convergentes.

Lo anteriormente expuesto muestra la enorme importancia de considerar sistemas que puedan es-
tabilizarse para t muy grandes. Muchos son los casos de modelos de transmisión de enfermedades
en los cuales es necesario establecer condiciones para conseguir una estabilización de la población
infectada o la de extinción de la población de alguna plaga.
Es en este sentido que los sistemas impulsivos otorgan excelentes modelos de vacunación de pobla-
ciones o de combate contra plagas.

En esta sección concluiremos la existencia de un equilibrio asintótico para la clase de sistemas
IDE con tiempos fijos. En otras palabras, demostramos —basándonos firmemente en ciertas condi-
ciones de integrabilidad, una desigualdad del tipo de Grönwall-Bellman y el teorema del punto fijo
de Banach— que toda solución de

(4.2)
x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk

∆x(tk) = Qk(x(t−
k )), t = tk

con condición inicial x(a) = x0, donde a ≥ τ , satisface
lim

t→∞
x(t) = ξ,

para algún ξ ∈ Cn, y tiene la siguiente fórmula asintótica:

x(t) = ξ + O

 2∑
i=1

∫ ∞

t

λi(s) ds +
∑

t≤tk<∞

(µ1
k + µ2

k)

 ,

donde λi y µk son constantes de Lipschitz asociadas a f y Qk, respectivamente.
Estos resultados pueden ser encontrados en el trabajo de Patricio González y Manuel Pinto [18].
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4.1. Equilibrio asintótico. Sea
B(0, r) = {x ∈ Rn tal que |x| < r},

donde | · | es alguna norma en Rn.

Definición 2. Decimos que el sistema de ecuaciones diferenciales impulsiva .
x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk

∆x(tk) = Qk(x(t−
k )), t = tk

x (τ) = x0 t = τ

definida en [τ, ∞) tiene un equilibrio aśıntotico si :
(i) Existe r > 0 tal que para cada a ≥ τ, ecuación (2.1) con condición inicial x(a) = x0 tiene

una solución x(t) definida en [a, ∞) que satisface
lim

t→∞
x(t) = ξ, ξ ∈ Rn.(4.3)

(ii) Para todo ξ ∈ Rn existe a ∈ I = [τ, ∞) y una solución x(t) de la ecuación diferencial
impulsiva definida en [a, ∞) que satisface (4.3).

Volveremos a usar las hiótesis dadas por (H1) − (H2):
(H1) (a) Existen funciones integrables λi(t), i = 1, 2, definidas en I = [τ, ∞), tales que para

todo (t, x(t), x(γ(t))) ∈ I × Cn × Cn, se cumple
|f(t, x(t))| ≤ λ1(t)|x(t)| + λ2(t).

(b) Existe una sucesión sumable de números no negativos (µi
k)∞

k=1, con i = 1, 2, tal que
para todo x ∈ Cn, se cumple

|Qk(x(t−
k ))| ≤ µ1

k|x(t−
k )| + µ2

k, ∀k ∈ N.

(H2) (a) La función f(t, 0, 0) es integrable en I, y existe una función integrable λ1(t) en I, tal
que para todo (t, x(t)) y (t, y(t)) en I × Cn × Cn, se tiene

|f(t, x(t)) − f(t, y(t))| ≤ λ1(t)|x(t) − y(t)|.
(b) La función Qk(0) es sumable en I, y existe una sucesión sumable de números reales no

negativos (µ̃k)∞
k=1 tal que para todo x, y ∈ Cn, se cumple

|Qk(x(t−
k )) − Qk(y(t−

k ))| ≤ µ̃k|x(t−
k ) − y(t−

k )|, ∀k ∈ N.

Teorema 5. Supongamos que se cumple la condición (H1). Entonces, toda solución de (4.2) con
condición inicial x(a) = x0, donde a ≥ τ , satisface (4.3) para algún ξ ∈ Rn, con error

(4.4) x(t) = ξ + O

 2∑
i=1

∫ ∞

t

λi(s) ds +
∑

t≤tk<∞

(µ1
k + µ2

k)

 .

Demostración. Supongamos que x(t) es una solución de (4.2) con condición inicial x(a) = x0,
donde a ≥ τ , definida sobre un subintervalo finito J ⊂ [τ, ∞). Entonces, por el Teorema 1, se
satisface para todo t ∈ J :

|x(t)| ≤ |x0| +
∫ t

τ

|f(s, x(s))| ds +
∑

τ≤tk<t

|Qk(x(t−
k ))|

≤ |x0| +
∫ t

τ

λ2(s) ds +
∑

τ≤tk<t

µ2
k +

∫ t

τ

λ1(s)|x(s)| ds +
∑

τ≤tk<t

µ1
k|x(t−

k )|.

Luego, por la desigualdad Gronwall-Bellman impulsiva, se tiene:

|x(t)| ≤

|x0| +
∫ t

τ

λ2(s) ds +
∑

τ≤tk<t

µ2
k

 ∏
τ≤tk<t

(1 + µ1
k)

 exp
(∫ t

τ

λ1(s) ds

)
.

Debido a la integrabilidad de los coeficientes, la solución está acotada, y por lo tanto puede
extenderse más allá de sup J .
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Ahora, dado ε > 0, por la integrabilidad existe N ∈ N tal que si t, s > N , entonces:

|x(t) − x(s)| ≤
∫ t

s

|f(u, x(u))| du +
∑

tk(s)≤tk<t

|Qk(x(t−
k ))|

≤
∫ t

s

λ1(u)|x(u)| du +
∫ t

s

λ2(u) du +
∑

tk(s)≤tk<t

µ1
k|x(t−

k )| +
∑

tk(s)≤tk<t

µ2
k.

Es decir,
|x(t) − x(s)| < ε.

Por el criterio de Cauchy, x(t) converge a algún ξ ∈ Rn. Esto prueba la condición (i) de equilibrio
asintótico. ■

Teorema 6. Supongamos que se cumple la condición (H2). Entonces, para cada ξ ∈ Rn existe
a ≥ τ y una solución x(t) de (4.2) definida sobre [a, ∞) que satisface (4.3).

Demostración. Usando (H2), podemos escoger a ≥ τ suficientemente grande tal que

L =
∫ ∞

a

λ1(s) ds +
∑
a≤tk

µ1
k < 1.

Consideramos el espacio de Banach B de funciones acotadas [a, ∞) → Rn, con la norma
|f |∞ = sup

t≥a
|f(t)|.

Definimos el operador T : B → B por

(Tx)(t) = ξ −
∫ ∞

t

f(s, x(s)) ds −
∑
t≤tk

Qk(x(t−
k )).

Gracias a la integrabilidad y sumabilidad de los coeficientes dada por (H1) − (H2), no es dif́ıcil
ver que T (B) ⊂ B

|(Tx)(t)| ≤ |ξ| +
∫ ∞

t

|f(s, x(s))| ds +
∑
t≤tk

|Qk(x(t−
k )|

≤ |ξ| +
∫ ∞

t

λ1(s)|x(s)| ds +
∫ ∞

t

λ2(s) ds +
∑
t≤tk

µ1
k|x(t−

k )| +
∑
t≤tk

µ2
k

≤ |ξ| + |x|∞

∫ ∞

t

λ1(s)ds +
∑
t≤tk

µ1
k

+
∫ ∞

t

λ2(s) ds +
∑
t≤tk

µ2
k.

Además, por la integrabilidad de los coeficientes, se satisface

|(Tx)(t) − (Ty)(t)| ≤
∫ ∞

t

λ1(s)|x(s) − y(s)| ds +
∑
t≤tk

µ1
k|x(t−

k ) − y(t−
k )|

≤ |x − y|∞

∫ ∞

t

λ1(s) ds +
∑
t≤tk

µ1
k


= L|x − y|∞.

Luego, ya que L < 1, por el teorema de punto fijo de Banach, T tiene un único punto fijo x(t) ∈ B
tal que satisface

x(t) = ξ −
∫ ∞

t

f(s, x(s)) ds −
∑
t≤tk

Qk(x(t−
k )), ∀t ≥ a.

De manera muy limpia vemos que (ii) es satisfecha y

x(t) = ξ′ +
∫ t

a

f(s, x(s)) ds −
∑
t>tk

Qk(x(t−
k )),
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donde
ξ′ = ξ −

∫ ∞

a

f(s, x(s)) ds −
∑
a≤tk

Qk(x(t−
k )),

tenemos que x(t) cumple (4.2).

Además, se satisface:

|x(t) − ξ| ≤
∫ ∞

t

|f(s, x(s))| ds +
∑
t≤tk

|Qk(x(t−
k ))|

≤ K

∫ ∞

t

λ1(s)ds +
∑
t≤tk

µ1
k

+
∫ ∞

t

λ2(s) ds +
∑
t≤tk

µ2
k,

teniéndose aśı, la siguiente fórmula asintótica:

x(t) = ξ + O

 2∑
i=1

∫ ∞

t

λi(s) ds +
∑

t≤tk<∞

(µ1
k + µ2

k)

 .

■

Corolario 1. Sean válidas las condiciones (H1) y (H2). Entonces existe un equilibrio asintótico
global, es decir, para todo a ≥ τ suficientemente grande, toda solución del sistema IDEPCAG:

x′(t) = f(t, x(t)), t ̸= tk,

∆x(tk) = Qk(x(t−
k )), t = tk,

x(a) = x0,

converge a algún ξ ∈ Rn.

Remark 1. Es importante notar que el resultado anterior es válido para cualquier r > 0 tal que
∥x∥∞ ≤ r.

4.2. Ejemplo de equilibrio aśıntótico. En esta sección mostraremos algunos ejemplos que mues-
tran la efectividad de nuestros resultados.

Ejemplo 2. Sea la ecuación diferencial impulsiva
x′(t) = 0, t ̸ = k

∆x(k) = 1
3k

x(k−), t = k, k ∈ N,(4.5)

x(0) = 1
No es dif́ıcil ver que se satisfacen todas las hipotesis del teorema requeridas, por lo que la ecuación

(4.5) posee un equilibrio asintótico. Además, es importante notar que la solución es

x(t) =
r(t)∏
k=1

(
1 + 1

3k

)
donde r(t) corresponde al único entero tal que t ∈ Ir = [r, r + 1[, r ∈ N, y satisface

lim
t→∞

x(t) ≈ 1.56.
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Figure 1. Solución impulsiva de (4.5)

Ejemplo 3. Sea la ecuación diferencial impulsiva

x′(t) = x(t)
t2 + sin

(
x(t)√

2t2

)
, t ̸= k

∆x(tk) = (−1)k tanh
(

x(t−
k )

k2

)
+ cos(tk)

k2 , t = k, k ∈ N(4.6)

x(1) = 0, 5.

De igual manera que el ejemplo anterior, es fácil ver que se satisfacen todas las hipotesis requeri-

das, ya que f(t) = 1
t2 ∈ L1([1, ∞[), g(x) = (−1)k tanh

(
x((tk)−

k2

)
+ cos(tk)

t2 y h(x) = sin
(

x(t)√
2t2

)
son funciones tipo Lipschitz con factores de Lipschitz 1

t2 y 1√
2t2

respectivamente, ambos integrables.

Aśı, la ecuación (4.6) posee un equilibrio asintótico.

Figure 2. Solución impulsiva de (4.6) para t ∈ [0, 50]
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5. Oscilaciones en ecuaciones diferenciales impulsivas de primer orden

No es dif́ıcil notar que el sistema
x′(t) + a(t)x(t) = 0

no tiene soluciones oscilatorias. Sin embargo, como veremos más adelante, el impulso ”hace de las
suyas”.

Primero, comenzaremos con las definiciones clásicas de oscilación:

Definición 3. Una función x(t) definida en el intervalo [τ, ∞) se dice oscilatoria si existen dos
sucesiones reales (an), (bn) ⊂ [τ, ∞) tales que an → ∞, bn → ∞ cuando n → ∞ y

x(an) ≤ 0 ≤ x(bn), ∀n ≥ M,

donde M es suficientemente grande. Es decir, si no es eventualmente positiva ni eventual-
mente negativa. En caso contrario, se dice que es no oscilatoria.

Figure 3. f(t) = t−[t]: an example of an oscillatory piecewise continuous function
with infinite zeros (f(n) = 0, ∀n ∈ Z).

En el contexto de funciones continuas a trozos, una función x(t) puede ser oscilatoria incluso si
x(t) ̸= 0, ∀t ∈ [τ, ∞). Este es nuestro marco de trabajo impulsivo), por lo que todas las definiciones
de oscilación válidas en el caso continuo dejan de ser aplicables al caso impulsivo. (véase [19]).

Figure 4. f(t) = (−1)[t](t + 1 − [t]). An oscillatory piecewise continuous function
with f(t) ̸= 0, ∀t ∈ R.
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Definición 4. Una solución no nula y(n) de una ecuación en diferencias se denominará oscilatoria
si, para todo entero positivo M > 0, existe n ≥ M tal que

y(n)y(n + 1) ≤ 0.

En caso contrario, y(n) se denominará no oscilatoria (véase [14]).

5.1. Oscilaciones para el caso lineal impulsivo. Los siguientes resultados son básicos en la
teoŕıa de oscilaciones para ecuaciones diferenciales impulsivas y pueden encontrarse en [1].
Sean

x′(t) + a(t)x(t) = 0, t ̸= tk,(5.1)
x(tk) − x(t−

k ) = akx(t−
k ), t = tk

Teorema 7. Si (1 + ak) tiene infinitos términos negativos, entonces toda solución no nula de (5.1)
es oscilatoria.

Demostración. Como la solución de (5.1) es

(5.2) x(t) = x0 exp
(∫ t

t0

−a(s)ds

)k(t)∏
j=1

(1 + aj)


es inmediato que la solución alterna de signo si para el producto existen infinitos términos de la
sucesión (1 + aj) negativos. Si este no fuera el caso, existe K ∈ N suficientemente grande, tal que la
solución es eventualmente positiva o negativa para todo t ≥ K. ■

Ejemplo 4. Sea
x′(t) = sin(t)x(t), t ̸= k, k ∈ N(5.3)

x(k) = (−1)kx(k−), t = k.

Figure 5. Solución de (5.3) , con x0 = −6.3.
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6. Teoria de Floquet impulsiva

Sea el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

(6.1) x′(t) = A(t)x(t), A(t + ω) = A(t), ∀t ∈ R,

donde A(t) es una matriz continua. ¿Qué se puede decir sobre la estabilidad de las soluciones?
El siguiente ejemplo demuestra que los valores propios no son suficientes para asegurar la esta-

bilidad de las soluciones:

Ejemplo 5. (Contraejemplo de Markus-Yamabe) [21]
Considérese el sistema

(6.2) x′ = A(t)x, A(t + π) = A(t),

donde

A(t) =
(

−1 + 3
2 cos2(t) 1 − 3

2 sin(t) cos(t)
−1 − 3

2 sin(t) cos(t) −1 + 3
2 sin2(t)

)
.

La matriz A(t) tiene valores propios constantes e iguales a 1
4
(
−1 ±

√
7i
)
. A primera vista, podŕıamos

concluir que la solución nula de la ecuación (6.2) es asintóticamente estable debido a la parte real
negativa de los valores propios. Sin embargo, una solución de esta misma ecuación está dada por:

x(t) = exp (t/2)
(

− cos(t)
sin(t)

)
,

la cual no está acotada. Por lo tanto, la solución nula de (6.2) es inestable.

En consecuencia, surge una pregunta natural:
¿Qué se puede decir sobre la estabilidad de un sistema lineal no autónomo a partir de sus valores

propios?
En un intento por estudiar la estabilidad de (6.1) utilizando la teoŕıa espectral clásica de sistemas

autónomos, el matemático francés G. Floquet demostró en 1883 su famoso y útil resultado que
proporciona una forma canónica para la matriz fundamental de (6.1):

Teorema 8. (Teorema de Floquet) (G. Floquet) [16] Sea el sistema lineal homogéneo periódico
de periodo ω dado por (6.1), donde A(t) es una matriz continua. Entonces, la matriz fundamental
del sistema (6.1) puede factorizarse en la forma de Floquet como:

X(t) = Q(t) exp(Λt),

donde Q(t) es una matriz continuamente diferenciable y periódica de periodo ω, para todo t ∈ R, y
Λ es una matriz constante.

El Teorema de Floquet puede utilizarse para demostrar el siguiente resultado establecido por
A.M. Lyapunov en su tesis doctoral (1892):

Teorema 9. (Teorema de Reducibilidad de Lyapunov) (A.M. Lyapunov) [20] Sea el sistema
(6.1), donde A(t) es una matriz continua. Entonces, el sistema (6.1) puede reducirse a un sistema
con coeficientes constantes mediante un cambio de variables lineal, no singular, continuo y periódico
de periodo ω de la forma de Floquet-Lyapunov: X = Q(t)Y , transformando (6.1) en el sistema de
coeficientes constantes Y ′(t) = PY (t).

Los sistemas X ′(t) = A(t)X(t) y Y ′(t) = PY (t) son cinemáticamente similares. Es decir, existe
una función de Lyapunov Q(t) que satisface Q′(t) = A(t)Q(t) − Q(t)P . En este caso, Q(t) es
invertible, diferenciable y acotada (véase [13]).

El lector interesado en ecuaciones diferenciales impulsivas periódicas puede consultar [4] y [6, 11,
15] para profundizar en la teoŕıa de Floquet aplicada a ecuaciones diferenciales ordinarias.
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6.1. Por qué sospechar de un Teorema de Floquet para IDE?. Consideremos
x′(t) = sen(t)x(t), t ̸= kπ,

x(kπ) = 2x(kπ−), t = kπ, k ∈ N0

x(t0) = x0.(6.3)
donde podemos ver que este sistema es del tipo 2π−periódico.
Resolvamos (6.3). Si t ∈ [kπ, (k + 1)π) para algún k ∈ N0, Integrando sobre [kπ, (k + 1)π) se obtiene

x(t) = x(kπ)e
∫ t

kπ
sen(s)ds

.

Es decir,

(6.4) x(t) = x(kπ)e−cos(t)e(−1)k

.

Luego, asumiendo continuidad por la izquierda en t = (k+1)π y considerando la condición impulsiva,
se obtiene x((k + 1)π) = 2x(kπ)e(−1)k

. Esta es una ecuación en diferencias finitas cuya solución es

(6.5) x(kπ) =
{

2kx0, si k es par,
2kex0, si k es impar.

Finalmente, aplicando (6.5) en (6.4) se tiene la solución de (6.3)

(6.6) x(t) =
{

2kx0e−cos(t), si k es par,
2kx0e1−cos(t), si k es impar.

Podemos observar la naturaleza de la dinámica h́ıbrida. Es decir, la dinámica depende tanto de la
parte discreta como de la continua. La función Q(t) = e1−cos(t) es 2π−periódica y, de (6.6), podemos
observar que la descomposición

x(t) = exp
(

Log(2)
[

t

π

])
· exp (cos(t))x0,

sugiere la forma normal de Floquet.

Remark 2. Para bases negativas, ocuparemos Log(z), z ∈ C − {0}, donde Log(z) es el logaritmo
principal complejo.
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Figure 6. Solución de (6.3) , con x0 = 1.

Figure 7. Solución discreta de (6.3) , con x0 = 1.
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6.2. Construcción de la teoŕıa de Floquet-Lyapunov. Sea z(t) = Φ(t, τ)z(τ) la solución de la
ecuación diferencial ordinaria

z′(t) = A(t)z(t), z0 = z(τ), t, τ ∈ [τ, ∞),

donde Φ(t, s) = Φ(t)Φ−1(s), Φ(t, u)Φ(u, s) = Φ(t, s).
Para simplificar, consideraremos la matriz fundamental normalizada Φ(0) = I.
Todos los resultados pueden reescribirse considerando un valor arbitrario de Φ(0).

Remark 3. Además, por conveniencia de escritura y espacio, denotaremos el producto matricial
derecho de A y B−1 como A · B−1 = A

B
.

Sea el sistema lineal IDE homogéneo ω-periódico

(6.7) X ′(t) = A(t)X(t), t ̸= tk

∆X|t=tk
= CkX(t−

k ), t = tk

donde A(t) es una matriz n × n continua a trozos con valores reales, localmente integrable (con
discontinuidades de salto en t = tk), y existe un número natural p tal que det(I + Ck) ̸= 0, ∀k =
1, 2, . . . , p y

A(t + ω) = A(t), ∀t ∈ [0, ∞),
Ck+p = Ck, ∀k ∈ Z,(6.8)

t0 = τ < t1 < . . . < tp ≤ τ + ω, donde la sucesión de instantes de impulso cumple la llamada
propiedad (ω, p)

tk+p = tk + ω, ∀k ∈ Z.(6.9)

Esta sección proporciona una versión del Teorema de Floquet para sistemas IDE.

6.3. Resultados auxiliares. En lo que sigue, supondremos el Teorema clásico de Floquet para las
soluciones del sistema ordinario ω-periódico

Z ′(t) = A(t)Z(t),(6.10)
A(t + ω) = A(t),

con Φ(τ) = I, es decir, Φ(t + ω) = Φ(t)Φ(ω), ∀t ∈ R.

Lema 2. Sean las matrices Φ(t, s). Entonces, se cumple la siguiente propiedad:

(6.11) Φ(t + ω, s + ω) = Φ(t, s), ∀t, s ∈ R.

Demostración. Por el Teorema clásico de Floquet aplicado a (6.10), se tiene que Φ(t + ω) =
Φ(t)Φ(ω). Entonces:

Φ(t + ω, s + ω) = Φ(t + ω)Φ−1(s + ω)
= Φ(t)Φ(ω)Φ−1(ω)Φ−1(s)
= Φ(t)Φ−1(s)
= Φ(t, s).

■

Como corolario, usando la fórmula de la matriz fundamental para un sistema lineal impulsivo
homogéneo, no es dif́ıcil demostrar el siguiente resultado:

Corolario 2. Sea válido el Lema 2. Entonces, la matriz de transición (o matriz de Cauchy) asociada
a (6.7) satisface Ψ(t + ω, s + ω) = Ψ(t, s), ∀t, s ∈ R.
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6.4. El operador de monodromı́a. Algunos de los siguientes resultados son básicos; sin embargo,
los presentaremos por claridad y completitud. Pueden encontrarse en [4]:

Lema 3. Si X(t) es una solución fundamental de (6.7), entonces X(t + ω) también lo es.

Demostración. Sea Y (t) = X(t + ω). Entonces, para t ̸= tk, se tiene
Y ′(t) = A(t + ω)Y (t)

= A(t)Y (t).
Finalmente, para t = tk y Y (tk) = X(tk + ω) = X(tk+p), se tiene:

∆Y (tk) = ∆X(tk+p) = Ck+pX(t−
k+p) = CkY (tk).

■

Recordemos que la matriz fundamental del sistema lineal homogéneo está dada por:

(6.12) Ψ(t) = Φ(t, tk(t))

k(t)∏
k=1

(I + Cj) Φ(tk, tk−1)

 .

Definimos

(6.13) Ψ(ω) =
p∏

k=1
(I + Cj) Φ(tk, tk−1)

como el operador de monodromı́a o matriz de monodromı́a de (6.7). Note que hemos
mostrado que Ψ(τ + ω) = Ψ(τ)Ψ(ω), donde Ψ(τ) = I.

Sin pérdida de generalidad, en el resto del trabajo consideraremos t0 = τ = 0.

Teorema 10. (Teorema de factorización de Floquet)
Sea válido el Lema 2. Entonces, la solución fundamental X(t) de (6.7) con X(0) = I puede escribirse
en la forma normal de Floquet como:
(6.14) X(t + ω) = X(t)X(ω).

Demostración. Calcularemos directamente X(t + ω). Evaluando a la matriz fundamental del
sistema lineal homogéneo Ψ(t) en t + ω, se obtiene

Ψ(t + ω) = Φ(t + ω, tk(t)+p)

k(t)+p∏
k=1

(I + Cj) Φ(tk, tk−1)


= Φ(t, tk(t))

k(t)∏
k=1

(I + Cj) Φ(tk, tk−1)

( p∏
k=1

(I + Cj) Φ(tk, tk−1)
)

= Ψ(t)Ψ(ω).
■

Como consecuencia del último teorema, tenemos una condición necesaria y suficiente para la
existencia de una solución ω-periódica de (6.7):

Corolario 3. (Criterio de existencia de soluciones periódicas para el IDE (6.7))
Sea X(t) la solución fundamental de (6.7) con X(0) = I y sea válido el Lema 2. Entonces, (6.7)

tiene una solución ω-periódica si y solo si X(ω) = I, es decir,
p∏

k=1
(I + Cj) Φ(tk, tk−1) = I.(6.15)

Demostración. Sea válido el Teorema 10.
(⇐) Si X(ω) = I, entonces:

X(t + ω) = X(t)X(ω) = X(t).
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(⇒) Si X(t + ω) = X(t), al evaluar en t = 0, se obtiene X(ω) = X(0) = I.

■

Corolario 4. Sea N ∈ N. Sea X(t) la solución fundamental de (6.7) con X(0) = I y sea válido
el Lema 2. Entonces, (6.7) tiene una solución Nω-periódica si y solo si XN (ω) = I, donde I es la
matriz identidad, es decir: (

p∏
k=1

(I + Cj) Φ(tk, tk−1)
)N

= I.

Remark 4. (1) Debido a (6.11), la matriz fundamental de un sistema IDE homogéneo lineal
ω-periódico ya posee la forma de factorización de Floquet dada por (6.14). Este es un hecho
notable y esperado.

(2) El Corolario 3 extiende la condición dada por K-S. Chiu y M. Pinto en [10] para la existencia
de soluciones ω-periódicas del caso DEPCAG lineal homogéneo. Los autores consideraron
tp = ω y Cj = 0, ∀j ∈ Z.

6.5. El logaritmo del operador de monodromı́a. Como se indicó anteriormente, consider-
aremos Log(z) como el logaritmo complejo principal, con

Log(z) = ln(|z|) + i arg(z), −π < arg(z) ≤ π y z ̸= 0.

En esta sección, daremos algunas condiciones para la existencia del logaritmo de una matriz.

6.6. Multiplicadores y exponentes de Floquet, exponentes de Lyapunov.

6.6.1. Multiplicadores de Floquet.

Definición 5. Los valores propios ρ1, ρ2, . . . , ρn (contando multiplicidades) de la matriz de mon-
odromı́a X(ω) son los llamados multiplicadores de Floquet de X(ω).

Sabemos que los multiplicadores de Floquet son distintos de cero, ya que X(t + ω) y X(t) son
matrices fundamentales de (6.7) y, por lo tanto, no singulares. De hecho,

(6.16) det(X(ω)) = det(X(t + ω))
det(X(t)) =

n∏
i=1

ρi ̸= 0.

Como ρj ̸= 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}, podemos escribir los multiplicadores de Floquet como
ρj = exp (λj), λj ∈ C.

Un hecho sorprendente es que la dinámica del sistema ω-periódico (6.7) está gobernada por las
propiedades espectrales de X(ω). Los multiplicadores de Floquet jugarán un papel crucial en este
propósito:

Teorema 11. Sea válido el Teorema 10 y consideremos la matriz de monodromı́a X(ω) del sistema
ω-periódico (6.7). Entonces, un multiplicador de Floquet ρj = exp (λj) con λj ∈ C es un valor
propio de X(ω) si y sólo si existe una solución no trivial xj : R → C tal que

xj(t + ω) = ρjxj(t), j ∈ {1, 2, . . . , n}, t ∈ R.

Demostración. Sea vj ∈ Cn −{0} un vector propio de X(ω) asociado al valor propio ρj = exp (λj),
y definamos

xj(t) := X(t)vj ,

donde X(t) es la matriz fundamental de (6.7) con X(0) = I. Entonces, xj(t) es una solución de
(6.7) y

xj(t + ω) = X(t + ω)vj

= X(t)X(ω)vj

= ρjX(t)vj

= ρjxj(t).
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Rećıprocamente, si xj(t) : R → C es una solución no trivial que satisface xj(t + ω) = ρjxj(t),
podemos considerar xj(0) ̸= 0. Entonces, observamos que

xj(ω) = X(ω)xj(0) = ρjxj(0).
Es decir, xj(0) es un vector propio de X(ω) con valor propio asociado ρj . ■

Es importante remarcar que si Y (t) es otra matriz fundamental cualquiera para (6.7), entonces
X(t) = Y (t)G,

para alguna matriz no singular G. Aśı, podemos ver que:
Y (t + ω)G = X(t + ω)

= X(t)X(ω)
= Y (t)GX(ω).

Es decir,
Y (t + ω) = Y (t)GX(ω)G−1.

Por lo tanto, según la última ecuación, toda matriz fundamental Y (t) determina una matriz GX(ω)G−1.
Como el espectro de X(ω) es invariante por semejanza, todas las matrices fundamentales tienen los
mismos multiplicadores de Floquet.

Como corolario del Teorema 11, tenemos el siguiente resultado respecto al comportamiento
asintótico de las soluciones de (6.7):

Corolario 5. (Comportamiento asintótico de las soluciones de un sistema lineal IDE
ω-periódico por medio de los multiplicadores de Floquet)

Las soluciones de (6.7) convergen exponencialmente a cero si |ρj | < 1, serán ω-periódicas (o 2ω-
periódicas) si |ρj | = 1, y serán no acotadas si |ρj | > 1. En otras palabras, si los multiplicadores de
Floquet están dentro del ćırculo unidad, las soluciones de (6.7) serán acotadas. En caso contrario,
serán no acotadas.

6.6.2. Exponentes de Floquet.

Definición 6. Sea ρj = exp (λj), j ∈ {1, 2, . . . , n} un multiplicador de Floquet de X(ω). Llamare-
mos al número 1

ω
Log(ρj) el j-ésimo exponente de Floquet de X(ω).

Definición 7. Las partes reales de los exponentes de Floquet se denominan exponentes de Lya-
punov y se denotarán como

1
ω

Log(|ρj |) = ℜ(λj), j = 1, 2, . . . , n.

Como consecuencia de la definición anterior, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 6. (Comportamiento asintótico de las soluciones de un sistema lineal IDE
ω-periódico mediante los exponentes de Floquet)

Las soluciones del sistema (6.7) :
• Convergen exponencialmente a cero si ℜ(λj) < 0.
• Serán ω-periódicas si ℜ(λj) = ℑ(λj) = 0.
• Serán 2ω-periódicas si ℜ(λj) = 0 y ℑ(λj) ̸= 0.
• Serán no acotadas si ℜ(λj) > 0.

En otras palabras, si los exponentes de Lyapunov son menores o iguales que 0, las soluciones del
sistema (6.7) serán acotadas. En caso contrario, serán no acotadas.

Como X(ω) es no singular, entonces posee un logaritmo. La existencia del logaritmo de una
matriz es un hecho clave para establecer nuestra versión del Teorema de Floquet:

Teorema 12. (Existencia del logaritmo de una matriz)(Teorema 2.47) [6]
1. Si A es una matriz compleja no singular de tamaño n × n, entonces existe una matriz C

(posiblemente compleja) de tamaño n × n tal que
exp (C) = A ⇔ C = Log(A).
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2. Si A es una matriz real no singular de tamaño n × n, entonces existe una matriz real C de
tamaño n × n tal que

exp (C) = A2 ⇔ C = Log(A2).

De hecho, los valores propios reales de A generarán valores propios positivos de A2.

Remark 5. Dado que es dif́ıcil de encontrar en la literatura, mostraremos la importancia de la
condición (2) del teorema anterior. Consideremos el sistema ordinario homogéneo ω-periódico (6.1).
Observamos que si todos los valores propios ρj de la matriz de monodromı́a son reales, entonces por
el Teorema clásico de Floquet 8, podemos escribir una solución compleja de (6.1) como

xj(t) = exp (pjt)q(t), qj(t) = xj(t) exp (−pjt), qj(t + ω) = qj(t),

donde pj = 1
ω

Log(|λj |) es el operador de monodromı́a y ρj = exp (λj) corresponde al multiplicador
de Floquet (el cual es un valor propio de la matriz de monodromı́a de (6.1)), es decir,

xj(t + ω) = ρjxj(t).

Aśı, tenemos que:

qj(t + ω) = xj(t + ω) exp
(

− 1
ω

Log(|λj |)(t + ω)
)

= xj(t)ρj exp
(

− 1
ω

Log(|λj |)(t + ω)
)

= xj(t) exp (Log(λj) − Log(|λj |)) exp
(

− t

ω
Log(|λj |)

)
= sign(λj) xj(t) exp (−pjt)
= sign(λj) qj(t).

Ahora bien, si queremos una solución periódica real de (6.1), observamos que si λj ∈ R es un
valor propio real de A, entonces podemos considerar Λj = λ2

j (es decir, un valor propio de A2) de
modo que Λj > 0. De esta manera, qj(t) será una función 2ω-periódica. Es decir, si consideramos

p̃j = 1
2ω

Log(Λj),

entonces

q̃j(t + 2ω) = xj(t + 2ω) exp
(

− 1
2ω

Log(Λj)(t + 2ω)
)

= xj(t)ρ2
j exp

(
− 1

2ω
Log(Λj)(t + 2ω)

)
= xj(t) exp (Log(Λj) − Log(Λj)) exp

(
− t

2ω
Log(Λj)

)
= xj(t) exp (−p̃jt)
= q̃j(t).

A partir de (6.16), obtenemos el siguiente resultado importante:

Corolario 7. (L) Sea X(ω) como en (6.13). Como det(X(ω)) ̸= 0, entonces Log(X(ω)) existe.

Podemos definir ahora nuestro operador P :

(6.17) P = 1
ω

Log (X(ω)) .
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6.7. El teorema de Floquet. Enunciamos y demostramos la versión IDE del teorema de Floquet:

Teorema 13. (Teorema de Floquet para IDE)
Sea el sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales impulsivas ω−periódico (6.7):

x′(t) = A(t)x(t), t ̸= tk,
∆x|t=tk

= Ckx(t−
k ), t = tk,

y sean las condiciones (6.8), (6.9), Teorema 10 y (L) las que se cumplan. Entonces,
(i) La solución X(t) de (6.7) puede ser representada en la forma normal de Floquet como

(6.18) X(t) = Q(t) exp (Pt), P = 1
ω

Log (X(ω)) , t ∈ R,

donde P ∈ Cn×n es constante y la función matriz Q(t) ∈ PC1(R,Cn×n) es no singular,
ω−periódica y satisface la IDE

Q′(t) = A(t)Q(t) − Q(t)P, t ̸= tk,(6.19)
Q(tk) = (I + Ck)Q(t−

k ), t = tk.

Además, si A(t) y Ck son matrices reales, cada solución fundamental X(t) de (6.7) puede
ser representada en la forma normal de Floquet como

(6.20) X(t) = Q̃(t) exp (P̃ t), P̃ = 1
2ω

Log(X2(ω)), t ∈ R,

donde P̃ ∈ Rn×n es constante y Q̃(t) ∈ PC1(R,Rn×n) es una función matriz no singular de
peŕıodo 2ω.

(ii) La ecuación (6.7) es reducible a la ecuación diferencial ordinaria:

(6.21) Y ′(t) = PY (t),

por una transformación de Floquet-Lyapunov ω−periódica X(t) = Q(t)Y (t). Es decir, las
ecuaciones (6.7) y (6.21) son IDE-cinemáticamente similares mediante el uso de la función
de Lyapunov Q(t), verificando la EDO

Q′(t) = A(t)Q(t) − Q(t)P.

Demostración.
(i) Dado que det(X(ω)) ̸= 0, por el Teorema 12 X(ω) tiene un logaritmo. Entonces, podemos

reescribir X(t + ω) = X(t)X(ω) como X(t + ω) = X(t) exp (Pω), con

P = 1
ω

Log (X(ω)) .

Ahora, definimos

(6.22) Q(t) = X(t) exp (−Pt).

Probaremos que la solución de (6.7) puede escribirse como (6.22).

Primero, asumiendo (6.22), probaremos que Q(t + ω) = Q(t), ∀t ∈ R.
Sea X(ω) ∈ Cn×n matriz, por el Teorema 12, tenemos

Q(t + ω) = X(t + ω) exp (−P (t + ω)
= X(t)X(ω)X−1(ω) exp (−Pt)
= X(t) exp (−Pt)
= Q(t).

A continuación, si X(ω) ∈ Rn×n, por el Teorema 12 definimos

P̃ = 1
2ω

Log(X(ω)).
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Además, vemos que X(t + 2ω) = X(t)X2(ω). Entonces,
Q̃(t + 2ω) = X(t + 2ω) exp (−P̃ (t + 2ω))

= X(t)X2(ω)(X−1(ω))2 exp (−P̃ t)
= X(t) exp (−P̃ t)
= Q̃(t).

Como X(t), exp (−Pt) y exp (−P̃ t) son no singulares y diferenciables para todo t ∈ R, (posi-
blemente con las excepciones en t = tk, cuando existe la derivada por la izquierda) tenemos
que Q(t) y Q̃(t) también son no singulares y diferenciables.

Ahora, si buscamos una solución del tipo X(t) = Q(t) exp (Pt) con Q(t + ω) = Q(t) y
Q(0) = I, como veremos debe satisfacer (6.19).
De hecho, como X(t) es la solución de (6.7), diferenciando la última expresión es fácil ver
que

Q′(t)eP t + Q(t)PeP t = A(t)Q(t)eP t, t ̸= tk,

∆Q(tk)eP (tk) = CkQ(t−
k )e(P tk), t = tk.

Multiplicando por la derecha por exp (Pt), obtenemos (6.19).

A continuación, siguiendo las ideas de [13] (Ch.3), notamos que la matriz de Cauchy
de la solución de la ecuación diferencial ordinaria R′(t) = A(t)R(t) − R(t)P es R(t, τ) =
Φ(t, τ)R(τ) exp (−P (t − τ)), donde Φ(t) y exp (Pt) son las matrices fundamentales de Z ′(t) =
A(t)Z(t) y Y (t) = PY (t), respectivamente.

Para (6.19), tenemos
Q′(t) − A(t)Q(t) + Q(t)P = 0.

Multiplicando la última ecuación por la izquierda por Φ(s, t), obtenemos
Φ(s, t)Q′(t) − Φ(s, t)A(t)Q(t) + Φ(s, t)Q(t)P = 0.

No es dif́ıcil ver que ∂
∂t Φ(s, t) = −Φ(s, t)A(t). Entonces, la última ecuación puede reescribirse

como

(6.23) ∂

∂t
(Φ(s, t)Q(t)) + Φ(s, t)Q(t)P = 0.

A continuación, notando que d

dt
(eP t) = PeP t y multiplicando (6.23) por la derecha por

eP (t−s), obtenemos
∂

∂t
(Φ(s, t)Q(t))eP (t−s) + Φ(s, t)Q(t) ∂

∂t
(eP (t−s)) = 0.

Es decir,
∂

∂t
(Φ(s, t)Q(t)eP (t−s)) = 0.

Ahora, integrando la última expresión desde s hasta t, obtenemos
Φ(s, t)Q(t)eP (t−s) = Q(s).

Finalmente, multiplicando por la izquierda por Φ(t, s) y por la derecha por e−P (t−s) la última
ecuación, obtenemos

(6.24) Q(t) = Φ(t, s)Q(s)eP (t−s).

En lo siguiente, utilizaremos (6.24) reescrita como
(6.25) Q(t)eP t = Φ(t, τ)Q(τ)eP τ .

Usando el Teorema ?? y (6.25), resolveremos (6.19).
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Ahora, evaluando la última ecuación en τ = tn, tenemos
(6.26) Q(t)eP t = Φ(t, tn)Q(tn)eP tn .

Suponiendo la continuidad por la izquierda de la solución, consideramos t → t−
n+1, obte-

niendo
Q(t−

n+1)eP tn+1 = Φ(tn+1, tn)Q(tn)eP tn .

Por lo tanto, aplicando la condición impulsiva dada por (6.19), obtenemos la siguiente
ecuación en diferencias

Q(tn+1)eP tn+1 = (I + Cn+1)Φ(tn+1, tn)Q(tn)eP tn ,

cuya solución es

(6.27) Q(tn)eP tn =
(

n∏
r=0

(I + Cr)Φ(tr+1, tr)
)

.

Finalmente, aplicando (6.27) en (6.28) obtenemos la solución de (6.19):

Q(t)eP t = Φ(t, tk(t))

k(t)∏
r=0

(I + Cr)Φ(tr+1, tr)


= Ψ(t).(6.28)

donde k(t) es el único k ∈ Z tal que t ∈ Ik(t) = [tk(t), tk(t)+1).

(ii) Finalmente, mediante el cambio de variables de Floquet-Lyapunov X(t) = Q(t)Y (t), difer-
enciando para t ̸= tk obtenemos

Q′(t)Y (t) + Q(t)Y ′(t) = A(t)Q(t)Y (t)

=
(

Q′(t) + Q(t)P
)

︸ ︷︷ ︸
A(t)Q(t) por (6.19)

Y (t),

con lo cual concluimos que Y ′(t) = PY (t).
■

Remark 6.
• Si Cr :=, recuperamos la versión clásica del Teorema de Floquet.

Corolario 8. (Solución acotada de (6.7) sobre R)
La única solución acotada de (6.7) sobre todo R es la solución ω−periódica o la solución 2ω−periódica.

Es decir, cuando el exponente de Lyapunov es 0, pero el exponente de Floquet es puramente imagi-
nario o cuando el exponente de Floquet es idénticamente 0.

Remark 7. El problema de encontrar una forma normal de la solución de Floquet de (6.7) es
equivalente a encontrar P y Q(t) que satisfacen (6.19). En general, este problema parece ser muy
dif́ıcil.
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7. Soluciones periodicas

Agregar ejemplo del libro de bainov logistico
agregar lo del contador de impulsos y la solucion periodica de la tesis de magister.
Mencionar la tp propiedad

8. Solución periódica del sistema lineal no homogéneo (caso no-cŕıtico

8.1. Solución periódica del sistema lineal no homogéneo. En esta sección lo que se pretende
demostrar es que el sistema

x′ = A(t)x + f(t) t ̸= tk

x(t+
k ) = (I + Bk)x(t−

k ) + hk t = tk tk ∈ (tk)∞
i=−∞

en donde A(t) es una matriz continua (piecewise continua), T -periódicas y f(t) un vector función
T−periódico, Bk matriz constante, h vector constante y {tk}∞

k=1 sucesión tales que
Bk+p = Bk hk+p = hk tk+p = tk + T con algún p ∈ N e k ∈ Z

junto con det(I + Bk) ̸= 0 y t0 < t1 < t2 < . . . < tp < T tiene soluciones T-periódicas.
Como anteriormente vimos, cualquier solución x(t, t0, x0) del sistema impulsivo lineal no homogéneo
puede escribirse como

x(t, t0, x0) = Ψ(t, t0)x0 +
t∫

t0

Ψ(t, s)f(s)ds +
∑
tk<t

Ψ(t, tk)hk

A fin de poder contestar a la pregunta antes planteada introduciremos el siguiente lema:

Lema 4. Sean los sistemas
x′ = A(t)x t ̸= tk(8.1)

x(t+
k ) = (I + Bk)x(t−

k ) t = tk

y
x′ = A(t)x + f(t) t ̸= tk(8.2)

x(t+
k ) = (I + Bk)x(t−

k ) + hk t = tk

Suponiendo que los sistemas anteriores poseen los mismos instantes de impulso tk, tenemos:
• a)Si φ1 y φ2 son soluciones del sistema lineal impulsivo no homogéneo, entonces φ1 − φ2 es

solución del sistema lineal impulsivo homogéneo
• b)Si φ satisface (I) y γ satisface (II), entonces φ+γ es solución del sistema lineal impulsivo

no homogéneo (II)

Demostración. Debemos analizar dos caso : t = tk y t ̸= tk a) Caso t ̸= tk Es claro que (φ1−φ2)′ =
A(t)(φ1 − φ2) lo que dice que φ1 − φ2 es solución del sistema (I).

Caso t = tk

Se tiene que
φ1(t+

k ) = (I + Bk)φ1(t−
k ) + hk

y
φ2(t+

k ) = (I + Bk)φ2(t−
k ) + hk

con φ1(t−
k ) = limt→t−

k
φ1(t) = φ1(tk) y φ2(t−

k ) = limt→t−
k

φ2(t) = φ2(tk), (ambos existen por ser φ1

y φ2 continuas por la izquierda), por lo que se tiene
φ1(t+

k ) − φ2(t+
k ) = (I + Bk)φ1(t−

k ) − (I + Bk)φ2(t−
k ) = (I + Bk)(φ1(t−

k ) − φ2(t−
k ))

lo que nos dice que
(φ1 − φ2)(t+

k ) = (I + Bk)(φ1 − φ2)(t−
k )

por lo que se tiene lo pedido.
b)
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Caso t ̸= tk

Es claro que (φ + γ)′ = A(t)φ + A(t)γ + f(t) = A(t)(φ + γ) + f(t) lo que dice φ + γ es solución de
(II).

Caso t = tk

se tiene que
φ(t+

k ) = (I + Bk)φ(t−
k )

y
γ(t+

k ) = (I + Bk)γ(t−
k ) + hk

con φ(t−
k ) = limt→t−

k
φ(t) = φ(tk) y γ(t−

k ) = limt→t−
k

γ(t) = γ(tk), (ambos existen por ser γ y φ

continuas por la izquierda), por lo que

φ(t+
k ) + γ(t+

k ) = (I + Bk)φ(t−
k ) + (I + Bk)γ(t−

k ) + hk

= (I + Bk)(φ(t−
k ) + γ(t−

k )) + hk

lo que nos dice que
(φ + γ)(t+

k ) = (I + Bk)(φ + γ)(t−
k ) + hk

que es lo pedido. ■

Los resultados se basan en el siguiente teorema:

Teorema 14. Sean los sistemas (I) y (II) los sistemas periódicos con las hipótesis de periodicidad
mencionadas sobre cada una de sus componentes. Si el sistema lineal homogéneo (I) no tiene solu-
ciones periódicas más que la trivial, entonces el sistema (II) posee una única solución T−periódica.

Demostración. Unicidad: sean φ1 y φ2 soluciones periódicas del sistema (II). Por el lema se
tendŕıa que φ1 − φ2 es solución periódica del sistema (I). Por hipótesis, el sistema lineal homogéneo
no posee soluciones periódicas más que la trivial lo que implica que φ1 = φ2.

Existencia:
Si existiese tal solución seŕıa de la forma

x(t, t0, x0) = Ψ(t, t0)x0 +
t∫

t0

Ψ(t, s)f(s)ds +
∑
tk<t

Ψ(t, tk)hk

luego, como la solución seŕıa periódica se tiene x(t0 + T, t0, x0) = x(t0, t0, x0) = x0, lo que implica
que

x(t0 + T, t0, x0) = Ψ(t0 + T, t0)x0 +
t0+T∫
t0

Ψ(t0 + T, s)f(s)ds +
p∑

i=i

Ψ(t0 + T, tk)ai

lo que permite concluir que

x0 = Ψ(t0 + T, t0)x0 +
t0+T∫
t0

Ψ(t0 + T, s)f(s)ds +
p∑

i=i

Ψ(t0 + T, tk)ai

y, luego

x0 = (I − Ψ(t0 + T, t0))−1

 t0+T∫
t0

Ψ(t0 + T, s)f(s)ds +
p∑

i=i

Ψ(t0 + T, tk)ai





UNA BREVE INTRODUCCIÓN A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES IMPULSIVAS 41

por lo que la solución seŕıa de la forma

x(t, t0, x0) = Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1

 t0+T∫
t0

Ψ(t0 + T, s)f(s)ds +
p∑

i=i

Ψ(t0 + T, tk)ai


+

t∫
t0

Ψ(t, s)f(s)ds +
∑
tk<t

Ψ(t, tk)ai

■

El punto crucial es que necesitamos la invertibilidad de la matriz

(I − Ψ(t0 + T, t0)).

A fin de determinar la invertibilidad de (I − Ψ(t0 + T, t0)), se tiene el siguiente lema:

Lema 5. (I − Ψ(t0 + T, t0)) es invertible ssi el sistema periódico (I) tiene a la solución nula como
única solución T -periódica.

Demostración. =⇒ (Por contrapositivo). Si suponemos que el sistema (I) tiene soluciones
periódicas no triviales, se tiene que existe x(t0) ̸= 0 tal que

x(t0) = x(t0 + T ) = Ψ(t0 + T, t0)x(t0)
=⇒ Ψ(t0 + T, t0)x(t0) = x(t0)

con Ψ(t, t0)x(t0) una solución general del sistema impulsivo lineal homogéneo periódico (I). (Si fuera
el caso de x(t0) = 0, ello implicaŕıa que la única solución del (I) es la solución nula). Entonces se
tiene

(I − Ψ(t0 + T, t0))x(t0) = 0 x(t0) ̸= 0

y, en consecuencia, x(t0) ∈ ker((I − Ψ(t0 + T, t0)) por lo que la matriz (I − Ψ(t0 + T, t0)) no es
invertible.

⇐= Supongamos que el sistema periódico (I) tiene a la solución nula como única solución T -
periódica. Entonces:

Ψ(t0 + T, t0)x(t0) = x(t0)

sólo se cumple para x(t0) = 0, por lo que se tiene

x(t0) − Ψ(t0 + T, t0))x(t0) = 0
=⇒ (I − Ψ(t0 + T, t0))x(t0) = 0

lo que nos dice que ker((I−Ψ(t0+T, t0)) = {0} por lo que la matriz (I−Ψ(t0+T, t0)) es invertible. ■
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Ahora, con propiedad, podemos decir que

x(t) = Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1

 t0+T∫
t0

Ψ(t0 + T, s)f(s)ds +
p∑

i=i

Ψ(t0 + T, ti)ai


+

t∫
t0

Ψ(t, s)f(s)ds +
∑
ti<t

Ψ(t, ti)ai

=
t0+T∫
t0

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(s)f(s)ds

+
p∑

i=i

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T ))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(ti)ai

+
t∫

t0

Ψ(t)Ψ−1(s)f(s)ds +
∑
ti<t

Ψ(t)Ψ−1(ti)ai

=
t∫

t0

[
Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(s) + Ψ(t)Ψ−1(s)

]
f(s)ds

+
∑

t0<ti<t

[
Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(ti) + Ψ(t)Ψ−1(ti)

]
ai

+
t0+T∫
t

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(s)f(s)ds

+
∑

t<ti<t0+T

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(ti)ai

=
t∫

t0

Ψ(t, t0)
[
(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T ) + I

]
Ψ−1(s)f(s)ds

+
∑

t0<ti<t

Ψ(t, t0)
[
(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T ) + I

]
Ψ−1(ti)ai

+
t0+T∫
t

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(s)f(s)ds

+
∑

t<ti<t0+T

Ψ(t, t0)(I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T )Ψ−1(ti)ai

Si
P = (I − Ψ(t0 + T, t0))−1Ψ(t0 + T, t0),

podemos definir como G(t, s) a:

(G) G(t, s) =
{

Ψ(t, t0)PΨ−1(s) ,
Ψ(t, t0)(I + P )Ψ−1(s) ,

t0 ≤ t < s ≤ t0 + T
t0 ≤ s ≤ t ≤ t0 + T

entonces la solución periódica descrita en (19) adopta la forma

(8.3) x(t) =
t0+T∫
t0

G(t, s)f(s)ds +
p∑

i=1
G(t, ti)ai

La función G(t, s) es la llamada función de Green del sistema ( )
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