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Resumen

El presente trabajo, tiene como objetivo encontrar condiciones necesarias y suficientes para
establecer la existencia de un equilibrio asintético para ecuaciones diferenciales impul-
sivas a tiempos fijos. En otras palabras, demostraremos con base en ciertas condiciones
de integrabilidad y sumabilidad, utilizando desigualdad de tipo Gronwall-Bellman y el
teorema de punto fijo de Banach, que cada solucion de

xl(t) = f(t,l’(t)), t#
Ax(ty) = Qr(x(ty)), t=1
x (T) = xy, t=r1

Satisface

ima(t) =¢ ¢€R

n—oo

Obtendremos, ademas formulas asintdticas para soluciones de ecuaciones diferenciales im-
pulsivas a tiempos fijos, como consecuencia de la existencia de equilibrio asintético:

x(t)zﬁ—l—@(/too)\(s)ds—i- > uk>.

t<tp<oo

Donde A y p son constantes de Lipschitz relacionadas con f y )y respectivamente.

En primera instancia daremos a conocer de forma preliminar conceptos necesarios de
la teoria de funciones continuas, de la teoria de punto fijo y de la teoria de ecuaciones
diferenciales impulsivas.

Luego, se estudiara condiciones de existencia y unicidad de soluciones mediante el
uso de desigualdades del tipo Gronwall-Bellman para ecuaciones diferenciales impulsivas.
Mas atn, deduciremos férmulas asintéticas asociada a ecuaciones diferenciales impulsivas
a tiempos fijos.

Finalmente, mostraremos ejemplos que comprueban nuestros resultados tedricos.



Abstract

In this work we will conclude the existence of an Asymptotic Equilibrium for the class
of Impulsive Differential Equations (IDE) systems of fixed times. In other words, we prove
using certain integrability conditions, Gronwall-Bellman type inequality and the Banach’s
fixed point theorem, that every solution of

r'(t) = f(t,x(t)), t#t

Aolty) = QulaltD)),  t—th
x (T) = xy, =T
satisfies
th x(t) =&,

for some ¢ € R, and has the asymptotic formulae

:c(t):§+0</too)\(s)ds+ > uk>.

t<tp<oo

where \ and p are Lipschitz constants related to f and Q) respectively.

Firstly, we will give some preliminares of spaces of functions (Bounded and continuous
functions), the Banach’s fixed point theorem and some definitions and properties of the
theory of impulsive differential equations.

Then, we will investigate some conditions for the existence and uniqueness of solu-
tions using integral inequalities (such Gronwall-Bellman inequality) for the impulsive case.
Moreover, we will give some asymptotic formulae for solutions of impulsive differential
equations with fixed times. Some examples will be shown.



1. Introduccion

Los descubrimientos de Newton y Leibniz en el siglo XVII sobre las ideas basicas del
calculo integral fueron cruciales para el avance que sufrieron las matematicas. Aun mas
importante, fue la relacion que encontraron entre el calculo diferencial e integral, pues
consiguieron fundirlos en uno solo. Una de las consecuencias de estos descubrimientos
ha sido la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, en la que se busca encontrar
una funcion diferenciable que satisfaga cierta condicién de derivada. A saber,el caso de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

a'(t) = f(t,2(t)) (1)
para f una funcién continua. Cabe destacar que esta teoria fue profundamente enriquecida
por el desarrollo del algebra lineal.

Si consideramos que para se producen discontinuidades de f en ciertos instantes de
tiempo {tj }ren, se obtienen las llamadas Ecuaciones Diferenciales Impulsivas.

Muchos procesos de evoluciéon en la vida cotidiana se caracterizan por el hecho de que en
ciertos instantes de tiempo experimentan un abrupto cambio de estado. Estos procesos
estan sujetos a perturbaciones a corto plazo cuya duracion es insignificante en compara-
cién con la duracion del proceso mismo. En consecuencia, es natural suponer que estas
perturbaciones actian instantaneamente, es decir, en forma de impulsos. Estos procesos
aparecen como una descripcion natural de muchos fenémenos biolégicos tales como ritmo
cardiaco en medicina y biologia, modelos de control éptimo en economia, farmacocinética
en quimica y farmacia, control de plagas en ecologia, por nombrar algunos. Es asi como las
ecuaciones diferenciales impulsivas aparecen como una descripcién natural de los fenéme-
nos evolutivos observados de varios problemas reales.

La teoria de este tipo de ecuaciones se ha ido desarrollando aproximadamente durante los
ultimos treinta anos. Responsable de esto es la famosa escuela de Kiev, liderada por el
matematico ucraniano A.M. Samoilenko. Su exitosa guia de muchos anos del Instituto de
Matematicas de la Academia Nacional de Ciencias de Ucrania promovié el rapido desa-
rrollo de las matemaéticas en Ucrania y la continuacién de las mejores tradiciones de la
mundialmente conocida escuela cientifica Bogolyubov - Krylov - Mitropolskiy.

Cabe mencionar que la teoria de las ecuaciones diferenciales impulsivas es mucho mas rica
que la correspondiente teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, los
problemas de valores iniciales de tales ecuaciones pueden, en general, no tener ninguna
solucion ain cuando la ecuacion diferencial correspondiente es lo suficientemente facil de
resolver. Las propiedades fundamentales, como la dependencia continua en relacién con los
datos iniciales, y la estabilidad de sistemas impulsivos pueden necesitar una nueva inter-
pretacion mas adecuada.

En consecuencia, desde esta perspectiva hay motivos suficientes para estudiar la teoria de
ecuaciones diferenciales impulsivas y sus aplicaciones.



2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo consiste en realizar un analisis cualitativo del com-
portamiento asintotico de soluciones de ecuaciones diferenciales impulsivas lineales, semi-
lineales y no-lineales. Mas precisamente, queremos encontrar condiciones para las cuales la
solucién del sistema impulsivo

A1) = fl ), Ak
Ax(tr) = Qu(z(ty)), t =ty (2)
x (1) = o, t=r1
sea una atractora global. En pocas palabras, para cualquier condicién inicial x (a) con
T < a, las soluciones del nuevo sistema z (¢, a, z(a)), convergeran a la solucién z(t, 7, z(7)),
para todo a > 7.

Escribiremos la solucién del sistema en términos de su convergencia, lo que llamaremos
formula asintética de la solucion de .

3. Hipdtesis principales

A fin de establecer los resultados principales de la presente tesis, expondremos las hipétesis
principales que usaremos en el resto de nuestro trabajo:

= (Hy)

a)Existen funciones integrables A en I = |1, 00) tal que para todos
(t,z(t)) € I x R tenemos

[t 2(0)] < A@) (1))

b)Existe una sucesién sumable de niimeros reales no negativos puy, tal que para cada
x € R tenemos

Qr(x(t)] < pla(ty)]
= (Hy)

a)La funcién f(t) es integrable en [ y existe la funcién A en I tal que para todos
(t,z(t)), (t,y(t)) € I x R tenemos

[f @ a(t) = fEy(@)] < Alz(t) —y(2)]
b)La funcién @ es sumable en [ y existe una sucesiéon sumable de nimeros reales
no negativos uy tal que para todo x,'inR, tenemos

|Qi(a(ty) = Qrly(ty))] < plety) —y(t,)|

» (Hj3) La funcién A\ tambien satisface

tkt1
v = / A(s)ds <v=supy, < 1.
tr keN



4. Preliminares

Para comenzar debemos tener en cuenta las siguentes definiciones:

Definicién 1. Sea X un espacio vectorial real normado y sea || - ||x la norma asociada.
Como es usual, se tiene la distancia naturalmente inducida:

d(x7y> :||l'—y||7 xayeX

Si X es un espacio vectorial real (o complejo), normado y completo con respecto a || - || x
se dice que X es un Fspacio de Banach.

Definicién 2. FEl punto fijo de una funcion f : M — M es un punto x € M tal que se
satisface

flz) ==

Definicién 3. Sean M y N espacios vectoriales normados. Una funcion f : M — N se
denomina una aplicacion contractiva, si existe C € R, con 0 < C' < 1, tal que

| f(x) = fy) INSC Nl 2=y lla, Yo,ye M.

Nota importante 4. Automdticamente se tiene que toda contraccion es una aplicacion
uniformemente continua, y, por tanto, continua.

Definicién 5. Sea (ay), oy sucesion. Diremos que (ay), oy €5 una sucesion de Cauchy si
Ve >0, INeN tal que |ap—an|<e, VYn,m>N

Definicién 6. Un espacio métrico X, se dice que es completo si toda sucesion de Cauchy
definida en X converge a un elemento de X. Es decir, existe un elemento del espacio que
es el limite de la sucesion.

Definicién 7. Sea f funcion tal que f : R — R. Diremos que f € Ly en el intervalo [T,00)
sty solo si:

[ 1relids <o,

Andlogamente, sea i, : N — R sucesion. Diremos que (Iy)ren € 11(N) si y solo si:

[e.9]

PR

k=1



A continuacion, enunciaremos y demostraremos un resultado relativo a convergencia de
productos infinitos. Ello es necesario ya que, como veremos, sera util para evidenciar una
cota para las soluciones de ecuaciones impulsivas:

Lema 8. (Lema de criterio de comparacion al limite)
Supongase que las siguientes series
2 any ) b
n n

con a, >0 y b, >0, para todo n € N. Entonces, si

., a
Iim =~ =K, con0<K < oo,

n—oo b,

las series son ambas convergentes, o ambas divergentes.

Ny , Gnp .
Demostracion. Dado que lim — = K, sabemos que para todo € > 0 existe un entero po-
n—oo n

sitivo IV tal que para todo n > N tenemos que

a .
b_n — K| < e, o equivalentemente
n

a
—e< 22— K<e
by

G,
:>K—5<b—<K+g

= (K —¢)b, < a, < (K + €)b,.
Como K > 0, podemos escoger ¢ suficientemente pequeno tal que K — ¢ es positivo. Asi,

1
K —¢

b, < an

y por el criterio de comparacion, si E a, converge, entonces E b, converge.
n n
De igual manera, si a, < (K + ¢)b,, entonces si b, converge, nuevamente por el cri-
Y n mny n I

n

terio de comparacion, también g a, lo sera. Entonces, ambas series convergen o ambas

n

divergen. ]

Teorema 9. Sea (a,)nen una sucesion de numero positivos.
o0 (o)

Entonces, el producto infinito H(l + ay,) converge, si y solo si, la serie Z a, converge.

n=1 n=1
Demostracion. Tomemos el logaritmo del producto. Es decir

oo

In H(l +a,) | — iln(l + ay,)

n=1



por lo anterior es facil ver que la convergencia del producto es equivalente a la convergencia
de la serie definida. Observamos que:

i In(l+x)
x—0 x

=1

Si suponemos a,, — 0 cuando n — oo, por cursos de calculo sabemos que

In(l1+a
lim M -1
n—oo a’TL
De este modo, aplicando el lema [§] se tiene que el producto es convergente. [ |

Nota importante 10.

= Usando este teorema, todo lo que sabe sobre series infinitas se traduce directamente
al mundo de productos infinitos.

= A modo de ejemplo, el producto
- 1
1T (1 + —)
np
n=1

converge, si y solo si, p > 1.

4.1. Espacio de Funciones Acotadas

Sea A un conjunto cualquiera y F' un espacio vectorial normado real. Sea f: A — F

Definicién 11. Diremos que f es acotada si

| f lleo=sup|f(t)] < oco.
teA

Definicién 12. Sea (f,,) una sucesion de funciones, tal que f, : A — F con A un espacio
métrico y F' un espacio de Banach. Diremos que la sucesion (f,) converge puntualmente
en A si para cada t € A, la sucesion (f,(t)) converge en F hacia g(t).

Definicién 13. Sea (f,)nen una sucesion de funciones f, : A — F. Si
lim || fn -4 ||oo: O,
n—oo

decimos que (fn)nen converge uniformemente a g.

Es importante tener en cuenta que siempre la convergencia uniforme implica la convergen-
cta puntual.



Definicién 14. Sea Br(A) el conjunto de todas las funciones acotadas de A en F en un
espacio vectorial real.

Teorema 15. Sea F' es un espacio de Banach, es decir, un espacio vectorial normado vy
completo, entonces Br(A) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sea (f,) una sucesiéon de Cauchy en Br(A) . Para cada € > 0 existe un

no € N tal que || firn — fn ||co< € para m,n > ng. De lo anterior, se tiene que para cada
te A:

[fm(t) = fu(t)] < e.

para m,n > ng. Por tanto, puesto que F' es completo, la sucesién (f,(t)) converge hacia
un elemento g(t) € F. Ademés por continuidad de la norma se obtiene:

| () —g(t) |[<e, VieA
Para todo m > ng. De esto se deduce que

19 [l frm lloo +e;

Por tanto g es acotada. Ademas se tiene
| fn =g lo< e, Vm >ng,Vte€ A.

lo que indica que la sucesién (f,,) converge uniformemente hacia g en el espacio Br(A).
|

4.1.1. Espacio de funciones continuas acotadas

Sea f: E — F, con E un espacio métrico y F' espacio normado,se tiene que Cr(E) es
el espacio vectorial de todas las funciones continuas de E en el espacio normado F'.

Se considera, C3(F) es el conjunto de todas las funciones continuas y acotadas de E
en F. Notemos que si E es compacto, entonces se cumple que C¥(E) = Cp(E).
En general, C¥(E) = Cp(E) N Br(E), por lo que se considera que C¥(E) es un subespacio
normado de Br(E). Ademés C¥(F) es cerrado en Br(E), ya que un limite uniforme de
funciones continuas acotadas es continua y acotada por defininirse sobre un compacto.

4.2. Teorema de punto fijo de Banach.

Teorema 16. [Teorema de Banach, sobre punto fijo de contracciones| Sea M
un espacio métrico completo. Toda contraccion f : M — M posee un unico punto fijo en
M. Mas precisamente, si escogemos un punto cualquiera xo € M y definiendo

931:f($0); ry = f(z1). ..,



es decir
Lp41 = f(xn)
se tiene que la sucesion (x,) es convergente en M y lim x,, = a es el unico punto fijo de

n— o0
f. Por ende, se dice que el punto fijo es un atractor global de la sucesion.

Demostracion. Supongamos que la sucesion (x,),ey — a. Como f es Lipschitz, ello
n—oo

implica que es uniformemente continua, entonces continua. Luego, tenemos

fla)=f ( Ifm xn> — lim f(zn) = limanys = a
n—o00 n—o00 n—00

Por lo tanto, existe un punto fijo f(a) = a.
Ahora veamos si este punto es unico. Para esto supongamos que hay dos puntos fijos
f(a) =ay f(b) = b. luego se tiene

F(@) — £(B)] < Cla— b = [a— b < Cla—b| = |a—b|(1— C) <0
Asi, sabemos que |a — b| > 0, se tiene
(1-C)<0=c>1

Lo cual es una contradiccion, pues 0 < C' < 1. Asi, existe un tnico a € M tal que
f(a) = a. A fin de terminar la demostracién, solo nos resta demostrar que (x,),en €s
sucesion de Cauchy. Sea zy € M. Vemos que:

|21 — 22| = [f(20) = f(21)] < Clwg — 14],
[Ty — z3] = |f(z1) = f(22)] < Clay — w2 < C%|ag — 24].

Por inducciéon, vemos que
|Zp = Tpa| < C"wog — 1], VneN.
Se sigue que, para n,m € N se tiene que

|xn - xn+m| S |xn - xn+1| + |$n+1 - xn+2| +...+ |xn+m—1 — Tnt+m
S (Cm + CnJrl +...+ Cermil) |I‘0 - LL’1|
=C" (1+C+02+Cm_1) ’.CCO—.’L‘ll

n

<
—1-C

|ZL‘Q — I1|.

Como
lim C" =0,

n—oo

se tiene que (x,),—00 €s de Cauchy, por lo que el teorema queda demostrado. |



4.3. Teorema de Picard: el Método de Aproximaciones Sucesivas

A continuacién enunciaremos un clésico resultado de ecuaciones diferenciales ordinarias
relativo a existencia y unicidad de soluciones de una ecuacién diferencial de primer orden:

Teorema 17. Sea f una funcion continua y Lipschitziana en Q2 = I, X B, , donde ) es
un dominto abierto. Se define

I, ={t, tal que |t —to| <a}, B, ={x, tal que |z — xo| < b}
={t/—a+to<t<a+ty}, ={z/—b+xo<x<b+uz0}
Si f es acotada (|| f |lo< M) en Q, existe una unica solucion de
2'(t) = f(t x(t)) (3)
I(t()) = X9

b
I, donde o = min 4 a, — b
en onae « mm{a M}

Demostracion. Sea X = C(I,, By) el espacio de Banach de las funciones continuas ¢ tales
que ¢ : I, — By, donde si 1, 2 € X, entonces

| 01— 02 [Joo= sup |@1(t) — pa(t)]

tela

Sea ¢ € X. Consideremos F' un operador definido por

2y, — B
F(y) —x0+/fsgp tel,.

Notamos que :
» F(X) C X, es decir, el operador F' deja a X invariante.

= [ es una contraccion, para n suficientemente grandeﬂ

Vemos que, para todo t € [, se tiene:

t

[F(p)(t) — x| = tf(sjw(S))dS

< Maoa.

Como [t — to] < a,y la funcién F' es acotada en el dominio
(por ser continua definida sobre un compacto), se tiene

[E () (t) = ol = (s,p(s))ds| < Ma <b.

!La contraccién utilizada es una contracciéon generalizada.



De lo anterior
|F(p)(t) — 0| <b <= b—10 < F(p(t)) < b+ .

Asi F(p(t)) es acotado, por lo que podemos decir que el operador F' envia funciones aco-
tadas en funciones acotadas. Asi, queda demostrada la invarianza.

Comprobemos ahora que F' sea una contraccion:
Proposicién 18. Para o1, py € X, para todo n > 0 se tiene

k™t — to|™
F o)t — Fre)@)] < 0oy oy e, e L.

Demostracion. A fin de demostrar la proposicion anterior, procedemos por induccién.
Para n = 0 queda comprobado rapidamente. Para n = k + 1 se tiene:

[F* (@) (1) = F* N p2) (0] = [F(F*(0))(t) = F(F(2))(t)]

[F* (o) (1) = P p2)(1)] < /tf(s,F'“(sOl)(S))—f(s,F'“(soz)(S)dS|

n!

Como sabemos que f es acotada en el intervalo, tenemos que F' deja a X invariante y F
es Lipschitziana, Por lo tanto:

[P (1) (1) = F* () (1) S/ CIF (p1)(s) = F*(p2)(s)lds

to

tth _Sk
<o [ L) - el
to .

Ck+1|t o to’k+1
=T )

Il 1 — @2 ||l

Asi, logramos
n

n n K"a"
I E (1), 7 (92) lloo= == [ 1,02 [l

Luego, para n suficientemente grande, es posible obtener
K™"a"
n!

<1,

logrando asi que F™ sea una contraccién de X, a partir de algun n € N. Aplicando el
Teorema (16| se tiene que existe un unico punto fijo ¢ tal que F(¢)(t) = ¢(1).
Es decir:

et) =yo+ fti f(s,0(s))ds.

Fécilmente podemos comprobar que efectivamente satisface , por lo que como conse-
cuencia del teorema de punto fijo de Banach, hemos demostrado existencia y unicidad de
solucién para , por lo que el teorema queda demostrado. |
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4.4. Lema de Gronwall-Bellman clasico

Teorema 19. Sea I un intervalo de la forma [a, o0) o [a,b] o [a,b) cona < b. Sean o, 5 yu
funciones a valores reales definidas sobre I. Asumamos que 3 y u son funciones continuas
ya>0. 958 es no negativo, o es creciente y si u satisface

u(t) < aft) +/ B(s)u(s)ds, Vtel,

entonces

u(t) < at) exp (/:5(8) ds), el

Demostracion. Ver [3]. [ |

5. Ecuaciones diferenciales impulsivas

Una FEcuacion Diferencial Impulsiva es una ecuaciéon de la forma:

:E/(t) = f(twr(t))’ t 7£ ty,
Az(ty) = Qr(z(ty)), t =1k (4)

z (T) = xo, t=r1

Donde @) es un operador de salto (que asumiremos inyectivo), (t),c, €s tal que t, <
thr1,Vk €Ly kh’gl t;, = too. Esta sucesion corresponde a la llamada sucesion de instan-
—00

tes de impulsos. La condicion del limite quiere decir que el fenémeno impulsivo se distribuye
a lo largo de la recta, por lo que los impulsos persisten en el tiempo.

Definicién 20. Diremos que una funcién x(t) es solucion de la ecuacion diferencial im-
pulsiva si:

(1) x(t) es continua en cada intervalo de la forma Iy, = [tg,tr+1), Vk € N.

(1) La derivada x'(t) eziste en cada punto t € I = [1,00) con posibles excepciones en los
puntos ti, k € N, donde existe la derivada izquierda.

(1) En cada intervalo Iy, la ecuacion diferencial ordinaria

' (t) = f(t,= (1))

es satisfecha.
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(1tv) Para t = ty, La solucion satisface la condicion de salto

Ax(ty) = x(ty) — 2(ty) = Qu (2(t;,))

donde

z(t;) = tlirgg x(t)
t<ti

existe Yt con k € N y x(ty) estd definido de manera tinica por

(ty) = x(ty) + Qk (z(t;)) -

|

|

i

|

: /— : : x(tj-+1)
- (toXo) './J
| ;

|

|

|

|

|

|

L1 j J+1
Figura 1: Forma de una solucién impulsiva de (4))

5.1. Ecuacion integral asociada a

Teorema 21. Sea una funcion x(t) = (t,7), donde T es un numero real fijo, es una
solucion de (4) en [1,00[ si y solo si satisface la siguiente ecuacion integral

ot) =a(r)+ [ flsalo)ds+ 3 Qulalt))

T<tp<t
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Demostracion. La demostracion serd realizada por una construccion inductiva. Sea la ecua-
cién diferencial impulsiva

2'(t) = f(t, (1))t # b
Ax = Qi(x(ty))
x(t) = .

Consideremos el intervalo ¢ € [7,t;]
Integrando la ecuacién diferencial ordinaria, obtenemos

x(t) = x(7) +/ f(s,z(s))ds

Ahora, queremos ver qué es z(t1). Para ello, aplicando el limite a la expresion anterior,
obtenemos:

£(t7) =a(r) + / (s, 2(s))ds

Asi, vemos que

Luego obtenemos
z(ty) = x(ty) + Qulz(ty)),
por lo que se tendra
z(ty) = (1) + / 1 f(s,2(s))ds + Qu(x(ty)). (5)

Ahora analizaremos andlogamente el intervalo ¢ € [ty to]
integrando

x(t) = x(ty) —i—/t f(s,z(s))ds

Pero, jquién es el x(t;)?. Sabemos que x(t;) estd dado por (5], por lo que reemplazando,
se obtiene x(t)

z(t) = z(7) + / f(s,x(s))ds + Q1 (x(t]))ds.

Consideremos ahora, el intervalo t € [t, t5]. Integrando en dicho intervalo y evaluando
el limite lateral, se tiene

£(ty) = (ty) + / " F(s, 2(5))ds + O (x(tD)).
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pero sabemos que

Az = x(ty) — 2ty ) = Qa2(x(ty))x(t2) = 2(ty) + Qa(x(t;))

Asi obtenemos lo siguente

t(ts) = (r) + / " F(s,2(5))ds + Qu(a(t))) + Qula(ty ).

x(ts) ::1:(7)—|—/Qf(s,x(s))ds—l—ZQi(x(t;))

Por todo lo anterior, es posible definir una recurrencia. Asi, inductivamente, para
t € [T, tkw)+1] , tenemos que

£(t) = 2(7) + / F(s,a(s)ds + 3 Qula(ty)

por lo que queda demostrado el teorema. |

5.2. Desigualdad Impulsiva del tipo Gronwall-Bellman

Teorema 22. Sea I un intervalo. Sean u,n; : I — [0,00) tal que u,m son funciones
continua; 1y funcidn localmente integrable y n : t; — [0,00) . Sea ademds, o una constante
no negativa. Asumamos que ¥t > 7 se cumplen

t
ut) <ot [ msulsds+ Y nt)ule)
T T<t;<t
Entonces,para ¥t > T se satisface la siguiente desigualdad
t
)< [ TT aenten) eon ([ ntoris) utr
T<t; <t o

Demostracion. consideremos

se denotara
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sabemos que se tiene que u(7) < v(7), luego u(t) < v(t) ¥t > 7. Ahora al derivar v(t)
obtenemos

V'(t) = m(t)u(t)
luego dado que u(t) < v(t) se tiene

V() <mt)u(t)
Integrando la expresién anterior entre 7 y t se obtiene
t
v(t) —ou(r) < / m(s)v(s)ds

Ahora, si consideramos 7 = t; y t = (}, gracias al hecho de que v() es creciente, es decir,
v(tr) < wv(s) con t < s, se obtiene

v(t) — v(ty) S/t n(s)v(s)ds

v(t) Sv(tk)+/t m(s)v(s)ds

Aplicando el clasico lema Bellman-Gronwall a la desigualdad anterior, se obtiene lo siguen-
te:

o0 < o) exp / (s ). (6)

Luego, evaluando ¢ = ¢, en @, se obtiene

(ti) < oltw) e / n(s)is) 7)

recordamos que para definir v(tz41) debemos considerar v(t, ;) y el operador de impulso
o salto. Asi, se obtiene

o(te) < (1 +n(te))v(ty)
Aprovechando la tltima expresién, podemos ver que
V(te1) < (14 n(teer))o(ti)- (8)

Ahora, aplicando en , vemos que

0(te) < (L b)) exp / (s ). )
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Analizando @D vemos que: para t = (0

o(t) < (1+ () p(/ m(s)ds)
para t = 1

v(ta) < (L4 n(t2))v(ts) exp ( )

< (1 4+ () (1 + n(t2))olr) exp(/ ms ds)exp(/:ms)ds) (10)

0(ta) < (1 n(ta)olt e / n(e)is)

parat =2

< (L+0(ts)) (1 +1(t2)) (1 + n(ta))v(to) exp (/t 3 Ul(S)dS) : (11)

Asi, inductivamente, hemos resuelto @, cuya solucién es:

k te
v(ty) < ( IT a+ U(tk))) exp (/ Ul(s)ds>
k=i te—1

Luego como u(t) < v(t) YVt > 7y u(r) = v(7) se tiene

k 4
u(tk><< 1 <1+n<tk>>) exp ( / 771(8)618> u(r). (12)

k=i(T)+1

La expresién anterior representa una desigualdad del tipo Growall-Bellman discreta. Ahora
si reemplazamos en (6 se obtiene

v<t><( H <1+n<tk>>) exp ( /md) e /t:ms)ds) (r)

=i(7)+1

Como bien sabemos u(t) < v(t) Vt > 7y u(r) = v(7) se tiene

u(t) < (kf[-i-l(l + 77(%))) exp (/t:kl nl(S)dS> exp (/; 771(S)d8> u(r)

=i(7)

u(t) < ( H 1+ n(tk») exp ( / t m(s)ds) u(r)

=i(r)+1

es decir,

con lo que se obtiene el resultado deseado. |
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5.3. Existencia y Unicidad de soluciones para ({4

En esta seccién,probaremos la existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferen-
ciale impulsivas a tiempos fijos :

o'(t) = f(t, (1)), t# b,
Az(ty) = Qu(z(ty)), t =1,

x(T) = xo, t=r

Sobre el intervalo [7,00), por un argumento inductivo sobre cada intervalo de la forma
I, = [t.,t, + 1), utilizando teorema de Gronwall-Bellman y ecuacién integral asociada a

(22
5.3.1. Unicidad

Considere para x = (t,7,ug) el problema de valor inicial para . Bajo las condiciones
(Hi), (H) y (Hj) existe una solucién tnica u de (4.

Demostracion. Supongamos que se tiene solucion para la ecuaciéon impulsiva general

2'(t) = f(t z(t))
Ax = Qp(z(t)))
z(ty) = o

Sean x(t) y y(t) dos soluciones de en [1,00), ambas con la misma condicién inicial.
Vemos que:

x(t) —x0+/fsx ds+ZQk

r<tp<t

y(t) —yo+/fsy )ds + > Qily(ty).

T<tk <t

Restando ambas soluciones
o0) = y(0) = 20 =) + [ (F(s12(6)) = Flsp@ds+ 3 (Qulalt)) - Qulo(t)
Luego

[z (t) = y(t)] < fzo — ol + / A(s)la(s) = y(s)lds + Y ple(ty) —y(t;)]

TStkSt
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Considere u(t) = |z(t) — y(t)| asi tenemos
t
ut) <utto) + [ Neuls)ds + Y matty)
Por Lema de Gronwall-Bellman impulsivo se tiene:

utt) < utr) (IO + wtt)) exv [ X5

Ahora, como u(7) = xg—yo donde zg = yo, pues al comienzo asumimos que las condiciones
iniciales eran iguales para ambas soluciones, se tiene que u(7) = 0, obteniéndose lo siguente

u®)] <0 <= |2(t) —y(@)| < 0.

Asi, de lo anterior,
|(t) —y(t)] =0, Vte[r,o0]

Es decir, z(t) = y(t) Vt € |1, 00, por lo que la unicidad queda demostrada. [ |

5.3.2. Existencia

En esta seccién, demostraremos la existencia de solucién para a través de un método
inductivo propuesto en [5], el que consta de dos partes:

(i) En primer lugar, se demostrara existencia para el intervalo |7, 1], mediante el método
de aproximaciones sucesivas de Picard.

(ii) Por ultimo, se demostrara existencia en [7, 00), por medio de una extensién inductiva
de existencia en intervalos compactos de la forma [t,,¢,11], en donde las condiciones
iniciales en cada uno de ellos estara dada por el operador de impulso.

1. Existencia en [7,1,).
Sea el intervalo [7,t,). Consideremos la ecuacién integral

u(t) = ug +/ f(s,z(s))ds (13)

Demostraremos la existencia utilizando el método de aproximaciones sucesivas.

Sea la sucesién de funciones {u,(t)}, oy definida por:

Uo(t) = Uo, un+1(t) = Ug +/ f(s,un(s))ds, n € N.
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Queremos demostrar que (u,),en €s una sucesion de Cauchy.
Para esto, estimaremos la diferencia

t
u%ﬂ—%mggfm@mwwwwwwS

ﬂwm—w”mm([%m@@)

Asi, por induccion matematica, se tiene

| g1 — Un o< U0 [loo Zas

Por lo tanto, dado que v < 1, Ve > 0,dN € N tal que

| uo |joo ¥" Tt <&, V¥n > N.
Finalmente, tenemos que
H Up41 — Un ”oog €, Vn > N.

Por lo que hemos demostrado que {u, ()}, .y es de Cauchy. Luego, como es sucesién
de Cauchy en un espacio métrico completo, convergera dentro del mismo espacio a
un elemento u, (). Es decir

Ii =

nl_g)loun(t) us (%)
Donde u,(t) satisface la ecuacién inicial en [7,t,.), por lo tanto queda demostrada la
existencia.

. Existencia en [r,00).
Ahora,podemos extender lo anterior para el intervalo [r,00). Evaluando ¢ = t, en

, obtenemos

i) =+ [ flouls)is
Ahora, debido a la condicién impulsiva T
Ault) = @, (u(t;)
obtenemos
ulty) = ult;) +Qu(uft;)
ult) =uo+ [ Jlosao)ds + Q)



19

Como u(t,) estd definido de manera unica, aplicamos la demotracién anterior reali-
zada para el intervalo [, t,) al sistema u(t) = u(t,t,,u(t,)) definido en [t,,¢,.1). Por
lo tanto, se demuestra la existencia en el ultimo intervalo. Entonces, por induccién
matematica,se demuestra la existencia de la solucién unica de sobre [T, 00).

6. Resultados Principales

6.1. Equilibrio asintético para un sistema de ecuaciones impul-
sivas
En esta seccion demostraremos la existencia de un equilibrio asintético para la clase de

sistemas de ecuaciones diferenciales impulsivas de tiempos fijos . Decimos que el sistema
de ecuaciones diferenciales impulsiva .

x,<t) = f(t,l’(t)), t #
Ax(te) = Qr(z(ty)), t =ty

x (1) = x9 t=r
definida en [7, 00) tiene un equilibrio asintotico si :

(1) Para Cada a > 7, ecuacion (4)) con condicién inicial x(a) = zg tiene una solucién z(t)
definida en [a, 00) que satisface

lim z(t) = ¢,

t—00

para algun £ € R

(77) Para todo £ € R existe a € I y una solucién z(t) de la ecuacién diferencial impulsiva
definida en [a, 00) que satisface i.

Teorema 23. Asumamos las condiciones de (Hy),entonces cada solucion x(t) de (4]) con
condicion inicial x(a) = xy donde a > T satisfacen

lim x(t) = ¢

t—o0
para algin & € R.

Demostracion. Primero, demostraremos que es acotada, bajo las condiciones de existencia
y unicidad y hipotesis de Lipschicianidad, veremos si esta dentro del espacio donde traba-
jamos (el espacio de las funciones acotadas).

sea x(t) solucién de (4) con condicién inicial x(a) = x¢ donde a > 7, definida en un subin-
tervalo finito J C [1,00). Entonces x(t), por la ecuacién integral, satisface Vt € J jusando
las hipotesis (H;) y (Hs) tenemos que :
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()] < |:c0|+/ [f(s,x(s))lds + Y 1Qu(x(t)]

T<tp<t

< Jaol + / Na(ds+ 3 ul(a(ty)]

<t <t

Por Gronwall-Bellman, tenemos

|=(t)] < ( IT a +uk))> exp (/Tt /\(S)d8> u(7)

Tt <t

Como consecuencia de la integrabilidad de los coeficiente, la solucién de [ estd acotada,
por lo que puede extenderse més alla de sup J. Ahora teniendo en cuenta la integrabilidad
de los coeficientes, dado € > 0, existe N € N tal que si t, s > N entonces

Tt <t

|z (t) — x(s)| S/ [fwz(w)ldu+ ) |Qul(t)]

g/ Mw)lz(w)du+ S pule(t)]

§ T<tp<t

Es decir

|w<t>—x<s>|30< [ Mwis+ Y uk> o(t) — ()] < =

T<tp<s

De esta manera, por la criterio de Cauchy, z(t) converge a algun £ € R, es decir, obtenemos
la condicién (i) de la definicién de equilibrio asintético.

Para satisfacer la condicién (ii) de la definicién de equilibrio asintético, utilizamos el teore-
ma del punto fijo de Banach junto con (H3), por lo que tenemos el siguiente teorema: W

Teorema 24. Sean las hipotesis de Lipschitz sobre f y Q,sean X\ y p, € L', 11 respec-
tivamente,entonces para cada § € R existe a > 7 = ty y una solucion x(t) de ecuacion
impulsiva definida en [a,c0) tal que

lim x(t) = ¢ (14)

t—o00

Demostracién. como ju, A € L', 1! podemos escoger ”a” suficientemente grande tal que

L:/wk(s)ds+zuk<1 (15)

a<ty
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Considerando B el espacio de Banach de las funciones acotadas definidas sobre [a, 00|
definimos el siquente operador T : B — B definido por

(o)) =€~ [ fls.a(s)ds = 3 Qulalty).
t t<ts,
Queremos utilizar Teorema de punto fijo de Banach, para esto debemos demostrar
» T(B) C B, es decir,verificar que B es invariante.
= T es Contraccion.

facilmente verificamos que T'(B) C B, ya que

(Tz)(®)] <&+ /too [f(s,2(s))lds + ) |Qu((t;)]

(To)®) < €]+ / (s (s)) — f(s,0)lds + / 1£(s,0)[ds
CS Q) — Q)] + 3 1Qu(0)

t<ty 1<ty

ademas es Lipschitz, se obtiene lo siguente

[(Tz)(t)] < |£|+/ )\(s)|x(s)|ds+/t 1£(5,0)lds + D pula(t)] + Y 1Qu(0)]
luego como N
| s ols e Ly Y juo) €
Se obtiene )

()OI <at [ Alas)lds + X uloltr)

a<ty

(Tz))| < a+C (/OO/\(s)ds—i—Zuk) < 0o

a<ty

Asi obtenemos el resultado deseado.
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Ahora, tenemos que verificar si T define una contraccién. Sea x,y € B, con t € [a, 00],se
tiene

[(Tx) () = (Ty) ()] < /too [f(s,a(5) = f(s,y(s))lds + Y 1Qu((t;) — Quly(ty)]

t<tg

[(T)(t) = (Ty) ()] < /too A(s)la(s) = y(s)lds + Y prle(ty) = y(t)]

t<ty

(T2)(t) — (T9)(D)] < o — yluo ( / " Ms)ds + Zuk)
(T2)(t) ~ (Ty)(0)] < Ll — ylw.

Luego T es una contraccién. Por lo tanto, existe un punto fijo tinico para T en B, tal que

o) = €= [ fls.a(e)ds = Y Qulalt)), Ve za

t<tp

Ahora, definiendo

. / " fsae)ds - 3 Qula(ty)

a<ty

tenemos que z(t) satisface (). tal que
¢
o) =€ = [ floahds+ 3 Qulalt)) e 2 a
@ a<tp<t

Ahora si t — oo se tiene lo siguente

lim x(t) = ¢

t—o00

Asi, queda demostrado lo que buscabamos. |

Como consecuencia del teorema recién demostrado, se logra la siguiente representacion
para las soluciones de ({4)):

Corolario 25. Sean los teoremas y sus hipotesis satisfechas. La solucion de (4))

satisface la siguiente formula asintotica, como consecuencia de la existencia de equilibrio

asintotico:
2(t) =6+ 0 (/ As)ds + uk> .
t

t<tp<oo

Donde X y i son constantes de Lipschitz relacionadas con f y Q respectivamente.
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Finalmente, como consecuencia de los teoremas[6.1] y [24] tenemos el resultado principal
de nuestro trabajo, el cual se reduce en el siguiente resultado:

Corolario 26. Sean las condiciones (Hy) y (Hs) satisfechas. Entonces para la ecuacion
impulsiva

() = (o), 4t

Az(tr) = Qu(z(ty)), =tk

x(a) = xg
existe un equilibrio asintotico global. Es decir, para cualquier a > T suficientemente grande,
todas las soluciones convergen a & € R, cuando t — oo. Mds aun, dado & € R, es posible

construir una ecuacion del tipo tal que converja a & € R cuando t — oo. Asi, se tiene
una suerte de “control” sobre la ecuacion diferencial impulsiva en cuestion.

6.2. Ejemplo de equilibrio asintético

En esta seccién mostraremos algunos ejemplos que muestran la efectividad de nuestros
resultados.

Ejemplo 27. Sea la ecuacion diferencial impulsiva

Z'(t) =0, t=k
Ax(k) = ﬁx(k_), t=k, keN, (16)
z(0) =1

16

15} ___

141

T
12k
14}
g ———————

Figura 2: Solucién impulsiva de
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Es fécil ver que se satisfacen todas las hipotesis del teorema [26], por lo que la ecuacién
posee un equilibrio asintético. Ademas, es importante notar que la solucién es

r(t) 1
x(t) =] <1 + @)
k=1
donde r(t) corresponde al tinico entero tal que t € I, = [r,r + 1[, r € N, y satisface

lim x(t) = 1,56.

t—o00

Ejemplo 28. Sea la ecuacion diferencial impulsiva

P O ()
z'(t) = v + (\/§t2)’ t#k

Az(ty) = (—1)* tanh <y(t’3)> Looslte) oy pen (17)

k2 k2

De igual manera que el ejemplo anterior, es facil ver que se satisfacen todas las hipotesis
| 1 . . x((tg)~ cos(ty)
del teorema |26, ya que f(t) = 2 € LY([1,00[), g(xz) = (—1)" tanh E; + v
y(t)

1
V212 V212

respectivamente, ambos integrables. Asi, la ecuacion (17) posee un equilibrio asintético.

1
y h(z) = sin ) son funciones tipo Lipschitz con factores de Lipschitz 7 Y

0.6

0.5 F —

0.4

0.3

- 0.2

01r

02

Figura 3: Solucién impulsiva de para t € [0, 16]
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Figura 4: Solucién impulsiva de (17)) para ¢t € [0, 50]
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